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Este estudo apresenta a modelagem do fenémeno condugédo de calor através da mo-

delagem matematica e computacional. Para isso seréo apresentadas as equacdes que
governam o fenébmeno e também o método das diferencgas finitas. O método numérico
utilizado sera apresentado desde sua formulacdo até a aplicacdo em um problema ilus-
trativo resolvido com o uso de simulacdo computacional através do MatLab.
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INTRODUCAO

A transferéncia de calor € um fendmeno de ganho ou perda de energia térmica por
contato direto com a fonte de calor. Este processo ocorre em incéndios florestais, princi-
palmente no aquecimento de massas de ar que devido ao processo de conducao, possui
grande relevancia no controle de incéndios (FORMAS, 2020). O estudo de cenarios hipoté-
ticos em conjunto com modelos matematicos e simulagbes computacionais sdo essenciais
para compreender como ocorrem fenébmenos como incéndios florestais, e planejar estraté-
gias de controle.

O processo de modelagem pode ser visto como um processo composto por passos
simples, como representado na figura 1, onde a partir de um problema escolhido, inicia-se
a modelagem, através da selecéo dos dados, por meio de simplificacdo e formulacao de
hip6teses, de modo a manter as caracteristicas do problema, chegando assim no modelo
matematico ideal.

Figura 1. Processo de modelagem matematica
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Fonte: Autor

O uso de equacgoes diferencias em modelagem mateméatica € bastante difundido em
diversos campos da ciéncia, pelo fato de descrever matematicamente diversos processos,
tais como fisicos, quimicos, biolégicos e etc. No entanto a resolugéo de algumas equacgdes
diferenciais, em especiais as equacdes diferenciais parciais nem sempre possuem solucao
analitica, o que requer uma o uso de solucado aproximada. Estas solu¢cdes aproximadas
obtidas através da utilizacdo de métodos numéricos, como o que iremos estudar chamado
de Método das Diferencas Finitas (MDF).

Figura 2. Processo de modelagem matematica
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No Método das Diferencgas Finitas o0 dominio do problema, continuo, é substituido por
uma série de pontos discretos, ou nés, nos quais sao calculadas as incognitas do proble-
ma. Essa substituicdo do continuo pelo discreto denomina-se discretizacédo (CUMINATO &
MENEGUETTE, 2013).

Uma vez efetuada a discretizacdo do dominio do problema, aplica-se o MDF para a
determinacao das incognitas. As derivadas, que aparecem na equacao original, sdo substi-
tuidas (ou aproximadas) por formulas discretas de diferengas. A aplicacdo dessas formulas
aos pontos do dominio discretizado gera um sistema de equacdes algébricas, cuja solucao
fornece os valores das incégnitas do problema nesses pontos discretos (CUMINATO &
MENEGUETTE, 2013).

O Método das Diferencas Finitas tem enumeras aplicacées, principalmente na en-
genharia, para resolver numericamente problemas que envolvem equacdes diferenciais
parciais com valores de contorno, estes mesmos aparecem recorrentemente no trabalho
dos engenheiros, como a Equacéo de Deflexdo de Vigas, Equacées de Aguas Rasas e etc.

METODOLOGIA

Para resolver numericamente esses problemas, vamos deduzir as férmulas de diferen-
cas finitas, a partir delas conseguiremos fazer as aproximacodes para solu¢ao de equagdes
diferenciais, recordando que um desenvolvimento em série de Taylor de uma funcgéo y(x)
pode ser escrito como (ZILL & CULLEN, 2001):

4 1 h’g e h’3

y(e +h) = y(@) +y'(@)h +y" (@) 5 +y" @)+ (1)
H H

yz —h) =y(@) - y'(@h+y" @) 5 -y @5 + . @)

Para comecgar, vamos precisar da definicado de erro de truncamento e erro de
truncamento local.

Definicao: Erros de Truncamento surgem quando aproximamos um conceito matema-
tico formado por uma sequéncia infinita de passos por um de procedimento finito.

Definicao: O erro de truncamento local (ETL) € definido como o erro introduzido em
cada passo pelo truncamento da equacgao diferencial supondo conhecida a solugdo exata
no inicio do intervalo.

O primeiro passo é isolar Y'(x) na (1), temos:
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2 3
V(@) = 2 lu(a) — ula - W]+ @) s — @) e — ] 5
2 3
ETL = [y”(m)% — ym(m)% — .

()
Logo, podemos escrever a ¥ (¥) da seguinte forma:

y' (@) =+ [y(z) — ylz — h)] + O(h) (6)

= =

A equacao (6) conhecida como férmula de diferencga retrograda néo é a unica. Existem
outras formulas de diferencas que podem ser deduzidas a partir da mesma ideia adotada,
usando séries de Taylor.

A partir das formulas de diferencas finitas que acabamos de deduzir, € possivel fazer
a discretizacdo do dominio de quase todo problema de valor de contorno, mas antes disso,
considerando Yi = F{xij, comi=0,1,2,...n, temos:

Yy, =2 % diferenca avancada

Yi T %1

5 diferenca retrégrada

Y &

e Yi+1 — Hi—-1

Y; on diferenca centrada

po Y1 — 2+

yll 2 diferenca centrada

Com a nova notagédo, chamamos essas equacgdes de férmulas discretas. Graficamente
€ possivel notar o que estd acontecendo no problema, observe na figura 1.

Figura 3. Representacdo das derivadas aproximadas.
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Fonte: Autor.
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Uma das aplicagcdes mais classicas de diferencas finitas € na Equacao do Calor, que
descreve a distribuicao de temperatura em uma barra, a partir dai surge enumeras teorias

e diferentes métodos a serem estudados como verdo a seguir.
Equacao do Calor

Vamos considerar um problema de conducgao de calor em uma barra de secao reta
uniforme feita com material homogéneo, como na Figura (4). Escolha o eixo dos x de modo

a formar o eixo da barra e suponha que x=0 e x=L correspondem as extremidades da barra.

Figura 4. Barra uniforme.

u(x.t)

Fonte: Autor.

Suponha, ainda, que os lados da barra estéo perfeitamente isolados, de modo que
nao a transmissao de calor ai. Podemos supor, também, que as dimensdes da secéao reta
séo tao pequenas que a temperatura u pode ser considerada constante em qualquer secéo
reta. Entéo, u s6 depende da coordenada axial x e do instante t (BOYCE & DIPRIMA, 2009).

A equacéao que modela o problema é a equacao diferencial parcial parabdlica, dada por:

&u  du

Ou seja, esse modelo, modela a difusao de calor no espaco ao longo do tempo t, em
que ¥ = w(z,t)g a temperatura no ponto Z € R e no instante t 2 0, a? ¢ o coeficiente de
difusédo térmica, no caso de meio homogéneo (SERRANHO, 2017).

A equacéo do calor pode apresentar condicbes de contorno:

Pu_ o
oz ot’
'U,(U,t)=T1, u(L,t)=T2, t>0

o O<z<L, t>0

u(z,0)= f(z), O<z<lL
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Discretizacao da Equacao do Calor

Agora iremos observar duas maneiras de resolver numericamente a equacéao do calor,
pelo método explicito e implicito de diferengas finitas, observando o comportamento de cada
solucéo e suas peculiaridades. Como feito em (CUMINATO & MENEGUETTE, 2013).

Método Explicito

Para resolver numericamente a Equacéo do Calor vamos usar diferencas finitas, mais
especificamente o método explicito de diferencgas finitas, pois, vamos utilizar o derivada
avancada no tempo e a de segunda ordem centrada no espaco.

Ou i1y = 2 F Uit oy

dz2 h?
@ ~ Yigl 7 Wg Avancada
ot k

Observe que aconteceu uma adaptacao para duas variaveis, para auxiliar nos calculos.
Agora substituindo as derivadas parciais, pelas aproximagdes apresentadas, temos:

(Uit = 20 F Uimng) | Vigl = U
* 12 Tk

FazendoA = ak/h? temos que
i1 = Attip1 g + (1 — 20wy + Awi_y (8)

Alguns dados gerais a serem considerados para resolver o problema proposto:

x=1ith, 1=0,1,2,...,n

ti=jk, =012 .m
Método Implicito

Outra variacéo que temos para diferencas finitas & o método implicito, onde utilizare-
mos a derivada retrograda no tempo e a de segunda ordem centrada no espaco, ou seja.
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52 2 Centrada

8_u P B i | Avancada

ot k N

a[ui+1,j — 2u,5 + 15»5—1,55] _ Ui — Uiy

h2 k
FazendoA = ak/h? temos que
U1 = —Abigr + (1420w — Aoy (9)

A seguir faremos uma aplicacédo do método explicito e implicito em um problema de
difusdo de calor onde ira ser comparado a solugdo de cada método.

Aplicacao

Uma barra aluminio com 6 cm de comprimento e dimensdes despreziveis em relagao
ao eixo y e z, foi isolada termicamente em ambos os lados de modo a nédo trocar calor com
o ambiente externo. Inicialmente, essa barra foi mantida a uma temperatura constante de 10
graus celcius e suas extremidades foram mantidas a 0 graus Celsius para o tempo, ¢t > 0.
Sabe-se que a difusividade térmica para o aluminio é dada por @ = lecm?/s. Para encontrar
a temperatura »(z,t) em qualquer instante de tempo e espaco da barra, utilizaremos o método
das diferencas finitas (MELO, 2011).

Solucao: Para modelar e resolver o problema usaremos 0 método explicito e implicito
de diferencas finitas na equagéo do calor, isto é

#u_ou
Yoz~ Bt
w(0,2)=0, «{(10,£)=0, 0<t<?2

l<z<g, 0<t<2

w(z,0)=10, 0<z<6

Para efetuar a discretizacéo, vamos considerar t = 2, n = 6, m = 5, 3 derivada
avancada e retrégrada no tempo e a derivada de segunda ordem centrada no espaco, logo
temos a equacéao do calor discretizada de duas formas.

wijir = 0,4uiy; + (1 — 2.0,4)us; + 0,4u;_y (10)

U'i,j—l - —U, 41"i+1,j + (1 + 2-03 4)“‘7-3 - []’ 4“’7:_1»‘?' (11)
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Explicito e implicito, com z = 1,2,...,n —1e 3 = 1,2,...,m — 1,respectivamente.

DISCUSSAO E RESULTADOS

A solucao do problema sera dada por um sistema linear que é obtido quando os valo-
resde ¢ e J variam nas equacoes. Cujos resultados apresentados nas Tabela 1 e Tabela
2 foram gerados no MatLab.

Tabela 1.Método Explicito

Pontos sobre a barra (I} m =0 m=1 m=2 m=3 m=4 m=5
0 0.00000  0.00000  0.00000  0.00000 0.00000 0.00000
1 10.00000 6.00000  5.20000 4.40000 3.98400 3.51680
2 10.00000 10.00000 8.40000 7.76000 6.80000 6.13440
3 10.00000 10.00000 10.00000 8.72000 7.95200 7.03040
4 10.00000 10.00000  8.40000  7.76000 6.80000 6.13440
5 10.00000 6.00000  5.20000 4.40000 3.98400 3.51680
6 0.00000  0.00000  0.00000 0.00000 0.00000 0.00000

Tabela 2.Método Implicito

Pontos sobre a barra (I} m=0 m=1 m=2 m=3 m=4 m=5

0 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000
1.78807 2.54003 2.79809 281721 2.72034 2.56859
8.04630 6.95999 6.24133 5.68220 5.19849 4.75781
9.42029 8.66415 T.88791 7.14940 6.46736 5.84533
9.34500 847795 T7.59391 6.77030 6.03114 537776
7.63222 612411 5.08982 4.33219 3.74703 3.27674
0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000

[ R ) B L A

A Figura 2 a seguir apresenta em azul a solu¢do da equacao do calor pelo método
explicito e em laranja o método implicito. O eixo € representa a barra e o eixo ¥ o tempo.
Figura 2. Resultado grafico dos métodos implicito e explicito.
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Através deste estudo foi possivel verificar que sob determinadas condicbes 0 método

das diferencas finitas apresenta boas aproximacdes possibilitando que este pode ser aplica-
do em situagcbes mais complexas, como eventos da natureza. Apesar de ser uma pesquisa
com conceitos introdutoérios, estudos como esses sao importantes, pois colaboram para o
desenvolvimento da ciéncia aplicada, e deixa em evidencia ferramentas pouco disseminadas
em meio a problemas importantes que envolvem a propagacao de incéndios, em especial
0S que ocorrem por conducéao e por irradiagao através do ar com os devidos ajustes.
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