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“Tornar o simples em complicado é facil, tornar o complicado em

’

simples é criatividade.’

(Charles Mingus).



RESUMO

O presente trabalho aborda o tema Teoria dos Grafos, onde se apontam as defini¢gdes basicas,
teoremas fundamentais e importantes para compreensdo do tema, além dos problemas mais
famosos que se destacaram no decorrer da historia de maneira sucinta, sendo eles: O
problema das sete pontes de Konigsberg que trata da questao de atravessar determinadas sete
pontes sem repetir uma Unica vez a passagem por elas. Muitas pessoas tentaram achar uma
solugdo para este problema, mas foi Leonhard Euler que deu uma resposta para este desafio.
O Teorema das Quatro Cores, apontando desde a sua origem, teoremas e os principais
matematicos que ajudaram no seu estudo. Inicialmente o problema das quatro cores iniciado
com o matematico Francis Guthrie, estudado por Alfred Bray Kempe sua refutacao através do
contraexemplo de Percy John Heawood, que deu continuidade na demonstragdo do Teorema
das Cinco Cores de Percy John Heawood. Foram aplicadas oficinas sobre a tematica com
alunos do Ensino Médio do IFAP e, apds uma explanagdo das ideias iniciais da teoria, foram
propostos alguns problemas para os participantes. Os resultados indicam que abordar temas
diferenciados, que ndo exigem grandes pré-requisitos para seu entendimento, como a Teoria
dos Grafos, aliados ao uso de softwares de matematica dinamica, como o Geogebra,
potencializa e dinamiza a aula, além de motivar o aluno no processo de ensino-aprendizagem

da matematica.

Palavras-chave: teorema das quatro cores; teorema das cinco cores; teoria dos grafos.



ABSTRACT

The present work addresses the theme of graph theory, where the basic definitions,
fundamental and important theorems for understanding the theme will be pointed out, in
addition to the most famous problems that have stood out in the course of history in a succinct
way, namely: The problem of the seven bridges of Konigsberg which is the question of
crossing certain seven bridges without repeating the passage through them once. Many people
have tried to find a solution to this problem, but it was Leonard Euler who gave an answer to
this challenge. The Four Colors Theorem, pointing from its origin, theorems and the main
mathematicians who helped in the development of the four colors problem. Initially the
problem of four colors started with the mathematician Francis Guthrie, studied by Alfred
Bray Kemp and its refutation through the counterexample of Percy John Heawood. Which
continued the proof of Percy John Heawood's Five Colors Theorem. Workshops on the
subject were applied with IFAP High School students and, after an explanation of the initial
ideas of the theory, some problems were proposed for the participants. The results indicate
that addressing different topics, which do not require major prerequisites for their
understanding, such as Graph Theory, combined with the use of dynamic mathematics
software, such as Geogebra, enhances and streamlines the class, in addition to motivating the

student in mathematics teaching-learning process.

Keywords: four colors theorem; five colors theorem; graph theory.
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1 INTRODUCAO

A Teoria dos Grafos esta presente e faz parte do cotidiano bem mais do que se
imagina. Ao utilizar as redes sociais e interagir com algum contetido ou pessoa, cada usuario
forma um grafo com as interagdes que sao estabelecidas com outros usudrios e conteudos
que possam ter em comum. Por exemplo, escolher o meio de transporte pelo qual uma
encomenda sera entregue, € até mesmo ao observar o céu e as estrelas e constelagdes,
pode-se fazer relagcdes com a Teoria dos Grafos. Este tema tem uma origem muito recente na
historia da matematica se comparado com outros.

Seu inicio remonta ao século XX, possuindo grande importancia ao relacionar-se nao
sO com a matematica mas também com diversas outras areas da ciéncia, como a quimica, a
fisica e a computagdo. Pode-se dizer que ela surgiu a partir do questionamento de moradores
sobre as pontes da cidade de Konigsburg, na Russia. O famoso problema das pontes de
Ko6nigsburg foi resolvido por Leonhard Euler' (1707-1783) um dos mais importantes
matematicos da historia, podendo ser considerado o matematico mais produtivo do século

XVIIL

1.2 Objetivos

1.2.1 Objetivo geral

e Apresentar uma abordagem introdutdria sobre a Teoria dos Grafos e algumas de suas

aplicacoes.

1.2.2 Objetivos especificos

e Fazer uma abordagem historica sobre a Teoria dos Grafos;
e Apresentar defini¢des e propriedades sobre os grafos e alguns problemas cléassicos;
e Aplicar uma atividade relacionada aos grafos com alunos do 2° Ano do Ensino

Médio do Instituto Federal do Amapa.

! Leonhard Euler foi um importante matematico sui¢o, nascido na cidade de Basileia em 1707. Euler deu
grandes contribui¢cdes para a matematica, em areas como calculo, trigonometria ¢ um dos precursores da
Teoria dos Grafos.
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1.2 Justificativa

A importancia deste trabalho remete a necessidade de associar a andlise
combinatoria e teoria dos grafos, de tal modo que possa contribuir como um importante
tema para a educacdo basica, buscando a valorizagdo de instrumentos matematicos
utilizados para a resolucao de problemas classicos.

Entretanto, cabe esclarecer que a Teoria dos Grafos tem um caminho que atende
aos objetivos propostos na BNCC, estimula a percepcdo do aluno a respeito da Andlise
Combinatdria e conta com a vantagem de ndo necessitar de muitos pré-requisitos. Apesar
do presente trabalho ser voltado para salas de aula do ensino médio, destaca-se que,
justamente por ndo exigir conhecimentos matematicos especificos e com a orientacao de
que o pensamento combinatério ja seja introduzido antes do ensino médio, a Teoria dos
Grafos poderia ser trabalhada ainda no ensino fundamental. Contudo a teoria dos grafos
podem ser classificados como uma vertente ou ramo da Analise Combinatoria, cujo foco
estd no estudo de como os objetos se relacionam dentro de um conjunto. Sobre a
relevancia e importancia de abordar a Teoria dos Grafos no ensino basico, Mesquita

(2021, p. 11 - 12) ressalta que

A Teoria dos Grafos ¢ um dos ramos da matematica que obteve avangos
relativamente recentes e que ddo a essa teoria destaques contemporaneos. Sua
aplicagcdo estd presente em diversos campos de estudo, como na fisica com
aplicacdo em resistores, na quimica com o interesse em moléculas de
hidrocarbonetos e niveis de energia, na biologia com foco na cadeia alimentar, na
economia com métodos para crescimento populacional, rotas de trafego aéreo,
modelos de menor caminho percorrido, modelos de contagem. Aparece também em
topicos da matematica pura e aplicada, o que demonstra sua importancia no ensino
e aprendizagem nos dias de hoje.

Corroborando com esta necessidade, a autora menciona o fato de que a BNCC

enfatiza que

¢ competéncia geral na educagdo basica exercitar a curiosidade intelectual e
recorrer & abordagem propria das ciéncias, incluindo a investigacdo, a reflexdo, a
analise critica, a imaginagdo e a criatividade, para investigar causas, elaborar e
testar hipoteses, formular, resolver problemas e criar solugdes (inclusive
tecnologicas) com base nos conhecimentos das diferentes areas. (MESQUITA,
2021, p. 11)
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Nesse sentido, ela se apresenta como um conteudo relevante, mas que poucas
vezes ¢ trabalhado em sala de aula com os alunos durante o ano letivo. Corroborando com
esta ideia, Gouvéa (2020, p. 2) menciona que “Desse modo, vemos na Teoria dos Grafos
um caminho interessante que atende aos objetivos da BNCC, muda a percep¢ao do aluno

sobre a Analise Combinatoria ainda conta com a vantagem nao necessita de pré requisitos.
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2 CONTEXTO HISTORICO

Neste capitulo, seréd feita uma breve revisao historica do Problema das Sete Pontes de
Konigsberg, cuja solucdo proposta por Leonhard Euler deu origem a Teoria dos Grafos.
Inicialmente, sera descrito o Problema das Sete Pontes, considerado um dos problemas mais
reconhecidos e relevantes que contribuiram para o estabelecimento e consolidagao da Teoria
dos Grafos até os dias atuais. Posteriormente, sera discutido o Problema das Quatro Cores.
Ambos os problemas desempenham um papel importante na compreensdo dos conceitos e
principios fundamentais subjacentes a Teoria dos Grafos. Na Figura 1, tem uma pintura a 6leo

de Euler feita por Johann Georg. (MESQUITA, 2021, p. 16).

Figura 1- Leonhard Euler.

Fonte: Mesquita, 2021.

2.1 O problema das sete pontes de Konigsberg

Localizada no norte da Europa, na costa do Baltico, Konigsberg, agora chamada
Kaliningrado, era uma importante cidade da Russia que, para muitos, € o berco da criacdo da
Teoria dos Grafos. Esta cidade-estado tinha duas ilhas junto ao rio Pregel, e naquela época
seis pontes ligavam as duas ilhas uma a outra (MESQUITA, 2021, p. 15). Na Figura 2, tem-se

uma imagem da referida cidade.
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Figura 2 - Cidade Ko6nigsberg.

Gesammtansicht mit Schloss

Fonte: Dr Husen, 1907.

Para conhecer os fundamentos da teoria das sete pontes de Konigsberg precisa-se
destacar o matematico Leonard Euler (1707-1783). Criador da Teoria dos Grafos, foi o
responsavel em determinar os estudos sobre a resolugdo dos problemas das sete pontes.

Em que consiste o problema das sete pontes Konigsberg? O problema teve inicio em
uma ilha denominada Konigsberg, o que levou os moradores locais a se questionarem sobre a
possibilidade de chegar a todas as partes dessa ilha sem passar mais de uma vez por uma
mesma ponte, uma vez que a ilha era dividida por um rio. As partes dessa ilha foram
representadas por Leonard Euler com as letras A, B, C e D, conforme mostra a Figura 2 a

seguir.

Figura 3 - Representagdo das sete pontes de Konigsberg.

Fonte: Os autores, 2022.
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O problema consistia em atravessar as pontes sem repetir a passagem por elas, o que
levou muitas pessoas a se preocuparem com as sequéncias de cada percurso das pontes com a
finalidade de encontrar um caminho que permitisse passar pelas sete pontes e chegar aos
quatro terrenos da ilha sem repetir uma Unica ponte. No entanto, Leonard Euler ndo se
preocupava com essa sequéncia, pois ndo considerava essa caracteristica como prioritaria em
sua abordagem.

A estratégia de Euler o levou a pensar que, para atravessar de uma ilha para outra,
seria necessario utilizar-se duas pontes, uma de entrada e outra de saida das regides. Cada
ilha, que ele chamou de “vértice”, deveria ter um niimero par de pontes, que ele chamou de
“arestas”. Euler mostrou que ndo era possivel fazer o trajeto sem passar mais de uma vez
pelas pontes, devido as pontes de Konigsberg possuirem alguns dos seus vértices com grau
impar, ou seja, havia um numero impar de pontes ligando algumas regides. Mais a frente no

texto serd abordado o conceito de grau de um vértice.

Figura 4 - Representacdo das sete pontes de Konigsberg como vértices e arestas.

Fonte: Os autores, 2022.

2.2 O problema das quatro cores

O Problema das Quatro Cores foi proposto em 1852 na Inglaterra por Francis Guthrie
(1831-1899), um matematico recém-formado. Enquanto pintava um mapa dos condados da
Inglaterra, Guthrie comegou a usar cores diferentes para os condados vizinhos, a fim de
melhor diferencia-los visualmente. Ele percebeu que era possivel pintar o mapa utilizando

apenas quatro cores, desde que cada regido pintada com cores diferentes fosse facilmente
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distinguivel, essa observa¢do deu origem ao seguinte questionamento: seria possivel pintar
qualquer mapa plano utilizando apenas quatro cores distintas?

Guthrie tentou comprovar que sua hipdtese estava certa, mas ndo conseguiu chegar a
uma demonstracdo matematica para o fato. Com o passar do tempo, como ainda ndo tinha
sido encontrada uma solug¢do para o seu problema, ele passou o desafio de achar a solucgao
para seu irmao, Frederick Guthrie (1833-1886), que era estudante de matematica. Frederick
Guthrie, entretanto, também ndo teve éxito na tentativa de provar matematicamente o
problema.

Foi Augustus De Morgan (1806-1871), um matematico britdnico e pesquisador da
logica, que finalmente se encaminhou para uma possivel solugdo. De Morgan percebeu que
em alguns mapas havia quatro paises que faziam fronteiras com outros trés paises. Sendo
assim, nao seria possivel pintar tal mapa, usando somente trés cores distintas, sempre
respeitando a caracteristica de que cada pais vizinho nao seja pintado com a mesma cor.

Apesar de Augustus De Morgan ndo ter resolvido o problema definitivamente, ele ¢
conhecido por ser responsavel pela divulga¢do da conjectura de Francis Guthrie. De Morgan
levava estas questdes para sala de aula e mostrava para seus alunos, na tentativa de que algum

deles pudesse resolvé-lo.

Figura 5- Exemplo de mapa que ndo ¢é possivel pintar com menos de quatro cores.

Fonte: Os autores, 2022.

Um exemplo pratico de um mapa que ndo pode ser pintado com menos de quatro
cores sem que haja paises vizinhos pintados com a mesma cor ¢ o mapa da América do Sul
(Figura 6), onde quatro paises fazem fronteiras, cada um com outros trés, sdo eles: Brasil,

Paraguai, Argentina e Bolivia. Tais mapas sao chamados de mapas tetracromaticos.
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Figura 6 - Mostra o mapa tetracromatico dos paises citados acima.

Fonte: Os autores, 2022.

O Problema das Quatro Cores ganhou ampla notoriedade na época e, ap6s 26 anos de
sua formulagdo por Francis Guthrie, em 1878 foi publicado um artigo pela London
Mathematical Society. A divulgacdo do problema se espalhou rapidamente e, em 1879 um
renomado e conhecido advogado ¢ membro da London Mathematical Society, Alfred Bray
Kempe (1849-1922), publicou um artigo demonstrando que quatro cores seriam suficientes
para se colorir qualquer mapa, garantindo que territorios vizinhos ndo fossem pintados com a

mesma Cor.

2.3 A demonstra¢iao de Kempe

Em 1879 Kempe publicou sua demonstracdo completa do teorema das quatro cores,
afirmando que todo mapa poderia ser colorido utilizando apenas quatro cores. Essa ideia foi
amplamente difundida ao longo do tempo, envolvendo diversos matematicos renomados da
época, os quais propuseram melhorias para a demonstragao de Kempe.

Kempe comegou sua demonstracido afirmando que bastava provar a propriedade das
quatro cores s6 para certos tipos de mapas, que Kempe chamava de mapas normais, que
contém pelo menos um pais com menos de seis paises vizinhos. Ele afirmava que ndo existia

mapa pentacromatico pondo a prova as seguintes afirmagoes;
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Afirmacdo I: A existéncia de algum mapa pentacromatico, faz com que haja também um

mapa pentacromatico normal.

Afirmacdo 2: A existéncia de um mapa pentacromatico normal, faz com que haja também um

mapa pentacromatico normal minimo.

Afirmacdo 3: A exemplo de um mapa normal, ele contém pelo menos um pais com menos de

seis paises vizinhos.

Afirmacdo 4: Nenhum mapa que seja: Pentacromatico normal e minimo pode conter um pais

com menos de seis vizinhos.

Figura 7 - Mapas normais e seus vizinhos.

© ) (8 =) =

Fonte: Os autores, 2023.

Mais tarde, em 1890, o matematico Percy John Healwood provou que a demonstracao
de Kempe estava errada, fazendo uma demonstragdo analitica de que o nimero maximo de
cores seria cinco, e nao quatro. Depois de tanto impasse, o problema ressurge e em 1976 os
matematicos Kenneth Appel e Wolfgang Haken demonstraram que o numero minimo de
cores necessarias para pintar qualquer mapa de forma que regides adjacentes ndo sejam
pintadas com a mesma cor nio é maior do que quatro. (GOUVEA, 2020, p. 30)

A demonstracdo de Kenneth Appel e Wolfgang Haken foi feita com o auxilio de um
computador, tendo sido analisadas milhares de configuragdes dos grafos planares,
correspondentes a todos os possiveis mapas, ndo havendo até hoje uma demonstracao
analitica para o teorema.

Inicialmente, houve uma certa recusa pela comunidade matematica do mundo em
aceitar a prova como uma demonstracdo. Entretanto, mesmo sendo uma demonstracio
computacional, ela acabou sendo aceita na comunidade cientifica como valida. Nogueira
(2015, p. 30) menciona que alguns anos mais tarde, outra demonstracao foi feita, analisando -
se um numero reduzido de casos, mas ainda assim, foi necessario o uso de computadores para
a prova. Isto gera uma questdo filosofica, pois atualmente ja existem programas que realizam

demonstragdes matematicas e este fato tem tido certa resisténcia pelos matematicos.
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2.4 Os grafos atualmente

Atualmente, um dos exemplos mais comuns e que muitas pessoas conhecem sao
provavelmente as redes sociais, relacionamentos e entretenimento, tais como: Instagram,
Facebook, Twitter, YouTube, TikTok, entre outras, pela forma com que as pessoas se
relacionam, se conectam e como o algoritmo dessas redes sociais sugerem amigos,

conhecidos e contetidos que possam interessar ao usuario (Figura 8).

Figura 8 - Redes sociais.

SN
TR

Fonte: rawplxel.com, 2023.

Outro exemplo bem comum que pode ser associado ao conceito de grafos sdo as redes
de transporte, incluindo as urbanas, rodoviarias, ferrovidrias e aéreas. Essas redes
desempenham um papel crucial na escolha do melhor meio de transporte para um
determinado trajeto, levando em consideragdo critérios como velocidade, custo e eficiéncia.
Isso contribui para o suprimento das necessidades de transporte de forma mais rapida e

econdmica. Na Figura 9, apresenta-se uma ilustragdo relacionada a esse tema.
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Figura 9 - Redes de transporte

Fonte: Macrovector, 2022.

Viérias outras aplicagdes podem ser exploradas utilizando a Teoria dos Grafos, como
ligagdes quimicas, algoritmos genéticos e problemas de andlise combinatéria. Além disso,
conceitos de Algebra Linear, como matrizes, também podem ser aplicados nesse contexto. No
entanto ¢ importante enfatizar que o objetivo deste trabalho ndo ¢ abordar conceitos
avancados com alunos do Ensino Médio, mas sim apresentar a Teoria dos Grafos de forma
acessivel e relevante para os estudantes nesse nivel de ensino.

No préximo capitulo, serdo apresentadas algumas defini¢des basicas dos grafos e suas

propriedades.
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3 ELEMENTOS INTRODUTORIOS DA TEORIA DOS GRAFOS

3.1 Definicoes basicas

Os grafos’> Podem ser classificados como uma vertente ou ramo da Analise
Combinatéria, cujo foco estd no estudo de como os objetos se relacionam dentro de um
conjunto. Os grafos ndo sdo como graficos que mostram tendéncias, como por exemplo, um
grafico linear ou o grafico de uma fung¢do. A definicao de grafo mostra como coisas diferentes
estdo conectadas umas as outras. Diante disso, muitas situagdes podem ser convenientemente
descritas por meio de diagramas constituidos por um conjunto de pontos e linhas que ligam

alguns pares desses pontos (Ver Figura 10).

Figura 10 - Grafos Simples.

Fonte: Os autores, 2022.

Em outras palavras, um grafo ¢ um diagrama simples composto de pontos que sao
ligados por linhas. De acordo com Gouvéa (2020, p. 11), “Um grafo ¢ um par de conjuntos
G=(V, E) em que V ¢ um conjunto ndo vazio cujo os elementos sdo os vértices de G e E ¢ um
conjunto de arestas que conectam, cada uma, dois vértices”.

Na Figura 10 tem-se a imagem de uma grafo de 5 pontos (ou nos) e 5 linhas (ou
tragos), como cada aresta conecta vértices distintos e duas arestas distintas ndo se cruzam ao
mesmo par de vértices, entdo tem-se um grafo simples.

Esse conceito ja foi abordado nas disciplinas de geometria, no estudo dos poligonos e
poliedros em que as linhas sdo chamadas de arestas e os pontos sdo os vértices. Neste caso, as
arestas correspondem a ligacdo entre dois vértices e um vértice ¢ o ponto de intersec¢ao de

duas ou mais arestas, isto €, um encontro de linhas.

2 A palavra grafo”¢é um neologismo da palavra em inglés. Foi utilizada pela primeira vez pelo matematico
inglés James Josheph Sylvester (1814 — 1897) no sentido que nos interessa aqui.
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Os pontos podem representar pessoas, objetos, lugares, estrelas e até mesmo atomos,
entre outros. As linhas ligam pares dessas pessoas, objetos, lugares etc. A abstracdo dessas
situacdes ¢ a qual dé lugar ao conceito de grafos podendo este ser representado por meio de
diagramas, em que cada vértice é representado por um ponto e cada aresta por uma linha
ligada aos pontos que representam seus extremos.

Os grafos compdem uma subarea diferente da matematica ao se utilizarem nao de
calculos algébricos para a sua total resolugdo mas sim de um certo esfor¢o cognitivo, dessa
forma a maioria dos termos utilizados derivam da representagdo e estudos de conjuntos e
diagramas. Por exemplo o grafo G = (V E). Na figura 11 representa-se seus vértices como

V={A, B, C, D, E} e as arestas como E={{A,B},{A,C},{C,D},{C,E}}.

Figura 11 - Grafo G.

A C

Fonte: Os autores, 2022.

3.2 Ordem de um grafo

Ordem de um grafo ¢ a quantidade de vértices que ele possui. Em outras palavras,
pode-se dizer também que ¢ a quantidade de elementos do conjunto V. Assim, indica-se a
ordem de um grafo G como [V(G)|. Se ndo houver duvidas quanto ao grafo ao qual se refere,

pode-se indicar a ordem do grafo por v.

3.3 Tamanho de um grafo

Tamanho de um grafo ¢ igual a quantidade de arestas que possuem, ou seja, ¢ a
quantidade de elementos do conjunto E.

Da mesma forma, indicaremos o tamanho de um grafo pela notacao |E(G)| E, quando
nao ha davidas, pela notagdo mais simples e.

Podem-se dizer que um grafo ¢ nulo quando se tem ordem e tamanho iguais a zero

|[V(G)|=|E(G)|=0, e um grafo vazio aquele que tem vértices, mas ndo tem arestas. Diversos
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sdo os teoremas que se baseiam na quantidade de arestas que incidem em cada vértice de um

grafo, como exemplo o conceito de grau.

3.4 Grau do vértice de um grafo

Grau de um vértice ¢ a quantidade de arestas que incidem no vértice dessa forma
indicamos o grau de um vértice x € V por deg(x). Em um grafo simples (ou seja, que ndo ¢ um
multigrafo e sem lagos) com v vértices, o maior grau possivel de um vértice ¢ v — / (caso em

que o vértice se conecta a todos os outros vértices do grafo).

3.5 Caminhos

Entende-se por caminhos subgrafos que marcam trajetorias, sendo assim, uma

conexao entre vértices do grafo.

3.5.1 Passeio ou percurso

Passeio ou percurso em um grafo G = (¥, E, y) é uma sequéncia formada por
elementos de V(vértices) e de E(arestas) alternadamente (x/, €/, x2, €2 . . . xn—1, en—1, xn),
de modo que y(ci) = {xi, xi+1}, paracadai=1,2...n— 1.

Quando a partir de um determinado vértice percorre-se um caminho e retorna-se ao

mesmo vértice temos um passeio fechado{C,A,B,C}.
3.5.2 Trilha ou cadeia

A trilha ou cadeia ¢ um passeio que ndo passa pela mesma aresta mais de uma vez

comum em grafos dirigidos que temos o passeio em uma unica dire¢ao.

3.5.3 Caminho

Caminho ¢ uma trilha que ndo repete vértices, no grafo dirigido vai-se de um vértice
V{a} e um vértice V{B} serd uma sequéncia de vértices de modo que do primeiro até o
ultimo se encontrem arestas entre eles, ou seja, do primeiro até o penultimo nesse caso vocé
tem uma aresta ligando ele ¢ o proximo. O comprimento de um caminho se dard pelos
niameros de arestas presentes nele Comp{A,B,C}={B,C,D}=3, no caso de grafos ndo

ponderados ja em um grafo ponderado é a soma dos pesos (rotulos) das arestas que fazem
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parte desse caminho.

3.6 Grafos dirigidos

Denominam-se grafos dirigidos (ou direcionados) os grafos que possuem arestas as
quais tém uma direcdo partindo de um vértice a outro. Significa que as relagdes t€ém um

sentido definido, isto ¢, uma unica direg¢ao.

Notem que na Figura 12 essa relacdo seja qual for que se esteja mapeando vai do
vértice V{A} até¢ V{B}, mas ela ndo vai do V{B} ao vértice V{A}, por ndo ser a mesma

relacdo ou melhor essa relagao sequer existe.

Em grafos dirigidos as arestas podem também ser pensados como pares ordenados de
um vértice saindo de um e chegando em outro mesmo que ambos sejam o mesmo vértice,

nesses casos denomina-se alto lago ou (self-loop) como por exemplo o V{D}.

Figura 12 - Grafo dirigido.
B

C

Fonte: Os autores, 2022.

Se existem arestas conectadas a dois vértices V{a,3} denomina-se que essa aresta ¢
incidente a eles e os dois vértices sdo adjacentes (ou vizinhos). Essa defini¢do ¢ bem restrita
em grafos dirigidos. Assim sendo, no grafo (figura 12) os vértices V{A} e V{B} sado
adjacentes pois hd uma aresta E{A,B}. Em contrapartida, V{A} e V{D} nao sdo adjacentes.

O grau de um vértice de um grafo dirigido se da pelo nimero de arestas que saem do
vértice mais o numero de arestas que chegam no mesmo como na figura 12. V{A} = V{B}=2
e V{C}=V{D}= 3. Serdo entdo classificados em dois tipos: grau de entrada o numero de
arestas que chegam ao vértice e grau de saida o nimero de arestas que saem do vértice.

Em grafos dirigidos o comprimento minimo de um caminho para que seja um passeio
fechado ou ciclo e de pelo menos uma aresta como no caso dos self-loops {D,D}. Um grafo

dirigido ¢ dito conexo se ha pelo menos uma cadeia ligando cada par de vértices deste grafo
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Figura 13 - Grafo conexo.

Fonte: Os autores, 2022.

Fortemente conexo se existir um caminho entre qualquer par de vértices, sendo assim,
terda um caminho do vértice {A} até o vértice {B} e do vértice {B} ao vértice {A} retorna-se
ao vértice {A} pelo caminho {B,D,E.A}, {B,D,C,E,A} ou {B,D,C,A} figura 14. Um grafo
dirigido ¢ conexo quando, diferente de um grafo fortemente conexo, terd apenas ou um

caminho do vértice {a} até {f} ou um caminho {B} até {a}.

Figura 14 - Grafo fortemente conexo.

A B

C D
Fonte:Os autores, 2022.

3.7 Grafo nao dirigido

Os grafos nao dirigidos ou (ndo direcionados) ndo possuem uma direcdo ou um
sentido pré-definido. Em outros termos, pode-se pensar em um grafo nao dirigivel como um
grafo dirigivel com as arestas possuindo sentido duplo, as quais por sua vez serdo pares nao
ordenados de vértices. Os grafos ndo dirigidos ndo apresentaram self-loops, ou melhor, ndo ¢
permitida a presenca de self-loops. Quanto a relacdo de adjacéncia em grafos ndo dirigidos,

diz-se que ¢ simétrica e pode ser expressa da forma E={A,B} & E={B,A}.
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Figura 15 - Grafo nao dirigido.

A

Fonte: Os autores, 2022.

O grau do vértice de um grafo ndo dirigido ¢ o nimero de arestas que incidem sobre
ele. Sendo assim, basta contar as arestas de cada vértice como na figura 15. V{A}= V{B} =
V{C} =V{D} =V{E}=4.

A definicdo de caminho dos vértices de grafos nao dirigidos diferentes de grafos
dirigidos teremos esses caminhos em mao dupla sendo assim se existe uma caminhos entres
os V{A,B,C,D,E} também existe um caminho V{E,D,C,B,A}. O comprimento do caminho
como em grafos dirigidos também se dard pelo nimero de arestas presentes neles, uma
diferenga importante ¢ o nimero minimo de arestas necessario para que se tenha um ciclo, em
grafos ndo dirigidos este deverdo ter pelo menos trés V{A,B,C,A}.

Quando o grafo apresenta pelo menos um ciclo chama-se ciclico em casos que nao
apresente nem um ciclo aciclico. Quando em um grafo nao dirigido todos os seus vértices
estdo ligados por uma arestas entdo ele sera conexo ou (Conectado) ja que cada par de
vértices presentes nele estd conectado por um caminho. Em casos em que nem todos os pares
de vértices do grafo estdo conectados por caminhos diz-se que este grafo ¢ desconexo como

na Figura 16.

Figura 16 - Grafo desconexo.

A B E

C D s

Fonte:Os autores, 2022.
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3.8 Alguns teoremas da teoria dos grafos

Teorema 3.8.1: A soma dos graus dos vértices de um grafo simples ¢ igual ao dobro do

tamanho do grafo. Ou seja:

> deg(x) = 2e, xev.

Demonstracdo: A demonstragdo ¢ razoavelmente simples. Considera-se que o grafo ¢

simples, ou seja, cada aresta incide em dois vértices distintos. Dessa forma, ao contabilizar o
do grau de cada vértice, uma aresta serd contada duas vezes. Portanto, ao somar os graus dos

vértices, cada aresta serd contada duas vezes, o que confirma o teorema.

3.9 Grafo completo

Grafo completo € um grafo simples em que cada vértice se conecta a todos os demais.

G ¢ completo & (Vx € V(G)) deg(x) =v — 1.

Indicamos um grafo completo de v vértices por Kv. Um resultado importante para

grafos completos ¢ o seu numero de arestas que se dd da seguinte maneira: seja um grafo

completo com v vértices tem e = v(v — [)/2 arestas.

Demonstracdo. Utilizando o teorema da se¢do 3.8. Quando se trata de um grafo
completo, a definicdo secdo 3.8 garante que cada vértice tem grau igual a v — /. Como se tem
v vértices, a soma dos graus sera dada por v(v — /). Mas o teorema em questdo afirma que

essa soma ¢ igual a 2e.

Dai, tem-se que 2e =v(v — 1) = e =(v(v — 1))/2.
Exemplo 1. Em uma reunido de uma determinada empresa, cada funcionario que chega
cumprimenta todos os demais ja presentes. Qual a quantidade de cumprimentos que havera, se
foram convidados 10 funcionarios?
Solugdo: Tal situacao pode ser representada por um grafo. Basta tomar cada funcionario como
um vértice e cada cumprimento como uma aresta. dessa forma se cada funcionario que chega

cumprimenta todos os demais ja presentes, quando o ultimo o 10° convidado chegar, todos
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terdo se cumprimentado. Ou seja, nosso grafo serd um grafo completo. Dessa maneira,pode-
se entdo determinar a quantidade de cumprimentos pelo nimero de arestas do grafo completo
de 10 vértices:

e =(v(v—1))/2 = e =(10(10-1))/2 = e=10.9/2

Le=45

Logo, havera 45 cumprimentos quando todos os funcionarios chegarem.

3.10 Multigrafo

Multigrafo é um grafo em que ao menos um par de vértices tem mais de uma aresta
que os conecta. O grafo que representa o problema das pontes de Konigsberg (Figura 4) ¢ um
exemplo de multigrafo: os vértices A e C tém duas arestas que os conectam, bem como os

vértices A e B.

3.11 Grafo ponderado

E um grafo que quando derivado de um multigrafo, cada uma de suas arestas tem peso
igual a quantidade de arestas do multigrafo que conectam cada par de vértices que se
encontram conectados. Os grafos também podem apresentar pesos, custos, distdncia etc.
associados as suas arestas representando quaisquer que sejam esses valores nesse caso entao

que esse grafo ¢ ponderado.

Figura 17 - Grafo Ponderado.

Fonte: Os autores, 2022.
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3.12 Classe de grafos

Vamos entender um pouco sobre algumas das classes de grafos que existem, suas
aplicacdes e suas praticidades. Elas sdo muito importantes visto que solucionam diversos
problemas complexos ao serem restringidos a uma determinada classe particular. Sendo
assim, ¢ possivel caracterizar como um conjunto de grafos que tém alguma ou algumas

propriedades em comum.

3.12.1 Grafos bipartidos

Um grafo G = (V, A) ¢ denominado bipartido quando existir dois subconjuntos
disjuntos U, W c V tais que V = U U W e cada aresta de G possui um extremo em U e outro
em W. Neste caso, dizemos ainda que o par {U, W} forma uma biparticio de G. Na Figura
18, o conjunto formado pelos pontos em azul e o conjunto dos pontos verdes formam uma

biparti¢ao do grafo.

Figura 18 - Grafo Bipartido.

Fonte: Os Autores, 2022.

Teorema 3.12.1: Um grafo ¢ bipartido se, e somente se, ndo contém ciclos de comprimento

impar.

Demonstracdo: Seja G um grafo bipartido, logo ele nao devera conter ciclos impares. Sejam

X e Y as duas partigdes de G. Todas as arestas de G ndo sdo adjacentes a vértice do mesmo
conjunto, ou seja, cada aresta tem uma extremidade em X e a outra em Y, isso decorre da
definicdo de bipartido. Suponha que um ciclo contenha o vértice vi (um vértice qualquer de G)
em uma das duas parti¢des, para retornarmos a esse vértice teriamos que ir na outra particao e

voltar um numero de par de vezes.

Mutuamente, seja G um grafo onde todo ciclo ¢ de comprimento par. Seja um vértice

vi de G tal que vi € X e todos os outros vértices que estdo a uma distancia par de vitambém
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sdo elementos da particdo X, os outros vértices formam o conjunto Y. Se nao houvesse aresta
ligando vértice da mesma particdo, G seria bipartido. Suponha que exista tal aresta com
extremidade 1 e t, onde 1, t € X. Temos um caminho par entre | e t e adicionando mais uma
aresta teremos um ciclo de comprimento impar, o que contradiz a hipdtese. Portanto ndo pode
existir outra aresta entre qualquer par de vértice da mesma parti¢do e assim concluimos que o

grafo G ¢ bipartido.

3.12.2 Grafos de arvores

Grafo muito conhecido e utilizado, o grafo de arvore ¢ uma grafo aciclico (ndo
contém ciclos), também ¢ conexo (existe a0 menos um caminho entre quaisquer dois de seus

vértices) exemplo bem comum de grafo de arvore seria uma arvore genealogica. (Figura 19)

Figura 19 - Grafo de arvore.

A B

E F o

Fonte: Os autores, 2022.

Demonstracdo: Se G € uma arvore, entdo, por defini¢cao, G € conexo e sem ciclos. Como G ¢

conexo, entdo existe um caminho entre cada par de vértices. Precisamos mostrar que este
caminho quando existente ¢ {inico.

Por absurdo, vamos supor que existam dois caminhos distintos entre um par de
vértices. Se existem dois caminhos distintos entre um par de vértices entdo a unido destes
caminhos contém um ciclo. Mas por hipdtese, o grafo nao possui ciclos, portanto existe
apenas um caminho entre cada par de vértices.

De forma andloga mostra-se que existe um, e unicamente um, caminho entre cada par
de vértices, entdo G ¢ uma arvore. Como existe um caminho entre cada par de vértices, temos
que G ¢ conexo. Supde-se que G contenha um ciclo.

A existéncia de um ciclo no grafo implica que existem pelo menos um par de vértices

A, B tais que existem dois caminhos distintos entre A e B. Mas, por hipotese, existe apenas
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um caminho entre cada par de vértices e, portanto, o grafo ndo tem ciclos.
3.12.3 Grafo Planar

Um grafo ¢ considerado planar, se e somente se puder ser desenhado em um plano
de tal forma que suas arestas ndo se cruzem ou seja ndo ha interse¢do entre as arestas do

desenho.

Figura 20- Cubo planarizado.

/
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L

Existem varias propriedades e teoremas relacionados a grafos planares. Alguns dos

Fonte: Os autores, 2022.

mais conhecidos como o Teorema das Quatro Cores, a Formula de Euler ¢ o Teorema de
Kuratowski, os grafos planares tém diversas aplicacdes em matemadtica, ciéncia da
computacdo e redes. Por exemplo, é usado em algoritmos de roteamento em redes de
comunicacao, projeto de circuitos eletronicos, solugdao de problemas de mapeamento e muitas

outras areas.



34

4 COLORACAO

Dado um grafo qualquer realizar a sua coloragdo ¢ atribuir rétulos a seus elementos
(vértices ou arestas), rotulos esses comumente denominados de “cores”. Esse processo €
efetuado seguindo algumas restrigdes e ¢ chamado de coloracao de vértices (ou arestas). No
caso de uma coloragdo de vértices, dois vértices adjacentes devem receber cores distintas e,
no caso de uma coloracdo de arestas, atribui-se uma cor para cada aresta de modo que duas

arestas adjacentes ndo possuam a mesma cor.

4.1 Coloracao de vértices

A coloragdo dos vértices de um grafo se da pela atribui¢do de cores aos vértices, em
que cada vértice recebera uma cor e apenas uma cor ¢ os vértices adjacentes cores distintas,
quando isso ocorre diz-se que o grafo ¢ k-colorivel em que k € o nimero de cores necessarios

para a coloracao, como na figura 21 que ¢ 4-colorivel .

Figura 21- Grafo com coloragdo de vértices.

Fonte: Os autores, 2023.

O Numero cromatico de um grafo G, denota-se como X(G), ¢ a menor quantidade de
k cores distintas necessarias para a coloracdo dos vértices de G. Um grafo que apresentar

essas caracteristicas € entdo chamado de k-cromatico.
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4.2 Coloracao de arestas.

Na coloragdo de arestas de grafos ndo-dirigidos ou nao direcionados temos a
atribui¢do de cores as arestas, com parametros parecidos com a coloracdo de vértices, cada
aresta recebe apenas uma cor e coloragdo ¢ valida se arestas incidentes a um mesmo vértice

possuirem cores distintas.

Figura 22 - Grafo com coloracédo de arestas.

Fonte: Os autores, 2023.

Com base nas caracteristicas da coloracao de arestas definimos o indice cromatico de
um grafo G que ¢ o menor nimero usado para colorir as arestas de um grafo de modo que
arestas incidentes a um mesmo vértice recebam cores diferentes ¢ dessa chamado indice

cromatico do grafo, o qual representaremos por x‘(G).
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5 PROCEDIMENTOS METODOLOGICOS

Neste capitulo sera apresentado a andlise qualitativa/quantitativa das experiéncias
vivenciadas durante a aplicagdo da atividade proposta, bem como os procedimentos e
metodologia utilizados na obtengao e tratamentos dos dados.

Quanto a metodologia, ela € a responsavel por conduzir todas as etapas da pesquisa e
nela sdo descritas as técnicas e métodos adotados pelo pesquisador; dependendo da linha de
estudo observam-se varios tipos de pesquisas.

De acordo com Santos, Molina e Dias (2007) a metodologia ¢ parte que compete ao
pesquisador descrever como a pesquisa sera realizada, descrever as fases desde a construg¢ao
do referencial teorico até a aplicabilidade da metodologia, caso o trabalho tenha uma acao a
ser realizada em campo.

Ressalta-se que o presente trabalho tem como base a revisao bibliografica que se deu
mediante uma leitura sistemdatica, com agrupamento das obras e materiais, destacando os
elementos principais pertinentes ao assunto abordado pelos pesquisadores. Importante
salientar, que a pesquisa integra um conjunto de fases, bem como: observagdo, indagagao,
interpretagdo, reflexdo, analise e aplicagdo como ¢ explicada por Severino (2007, p. 122) em

meios de:

[...] registro disponivel, decorrente de pesquisas anteriores, em documentos
impressos, como livros, artigos, teses etc. Utilizam-se dados de categorias tedricas ja
trabalhadas por outros pesquisadores e devidamente registrados. Os textos tornam-se
fontes dos temas a serem pesquisados. O pesquisador trabalha a partir de
contribui¢des dos autores dos estudos analiticos constantes dos textos (SEVERINO,
2007, p. 122).

Em relagdo as caracteristicas desse modelo de pesquisa, sobressai a organizagdo de
dados, permite interpretar e redescobrir diversos pontos a respeito de um mesmo tematica de
estudo, ajuda a identificar omissdes nas fontes de referéncia, propde novas perspectivas de
analise a partir de informagdes obtidas, possibilita autonomia ao pesquisador para chegar as
suas conclusoes, dedugdes e sinteses.

Em resumo, os procedimentos técnicos do trabalho correspondem a revisdo
bibliografica, entretanto a pesquisa ndo ¢ a unica finalidade deste trabalho, possuindo

aplicabilidade pratica, possuindo uma abordagem quali-quantitativa, ou seja, uma pesquisa

mista, que aborda a qualitativa e quantitativa. A pesquisa qualitativa ¢ fundamentada em
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analises quantitativas. Desse modo, ela ¢ utilizada de instrumento para entender, descrever,
classificar e explicar fendmenos e a relagdo existente entre as variaveis.

Quanto a pesquisa quantitativa consiste em coletar dados através de questiondrios e
faz utilidade das técnicas estatisticas a se tratar das informagdes coletadas. Dando sequéncia
depois de coletados, os resultados das analises e dados sdo apresentados através de graficos e
tabelas. As técnicas que abordam a pesquisa quantitativa, buscam ter objetividade e retratam

uma realidade exterior ao individuo.

5.1 A Construcio do objeto de estudo

A escolha do tema se deu a partir de reunides e conversas com o professor orientador
deste trabalho, avaliando em conjunto com os autores em qual drea da matematica estes
possuiam mais afinidade, interesse ou curiosidade. Foi entdo que surgiu a ideia de trabalhar
um topico de analise combinatoria que fosse nao trivial e pouco abordado aos alunos do
Ensino Médio. Dessa forma nos foi apresentada essa ferramenta que dificilmente ¢ abordada
ou ¢ até mesmo “esquecida’” nas aulas de matematica do ensino basico, a Teoria dos Grafos.

O referencial teodrico utilizado como alicerce para esse trabalho propde uma
linguagem diferente da habitual nas aulas de matematica se utilizando ndo mais
exclusivamente de calculos ou féormulas mas estimular o aluno a fazer suas proprias analises e
dedugdes. Nesse contexto, a utilizacdo de recursos tecnologicos se torna fortemente relevante,
por possibilitar a articulagdo de varios registros de representacdo semiotica durante as aulas
de matematica.

A coleta de dados teve inicio na apresentagdo e utilizagdo do sofiware GeoGebra, em
atividades de matematica com alunos do 1° ano do Curso Técnico em Edificagdes na Forma
Integrada ao Ensino Médio do IFAP. Para a analise dos dados, fez-se uso de uma abordagem
qualitativa, pois segundo Denzin e Lincoln (2006), a pesquisa qualitativa envolve uma
abordagem interpretativa do mundo, o que significa que seus pesquisadores estudam as coisas
em seus cenarios naturais, tentando entender os fendmenos em termos e significados que as
pessoas a eles conferem. Portanto, compete ao pesquisador observar, investigar e analisar
aspectos presentes nas respostas dadas pelos sujeitos no fazer matematica, durante o
desenvolvimento das atividades, levando em conta suas percepg¢des, atitudes e opinides dentro
do ambiente que estdo acostumados.

A pesquisa teve inicio com a apresentacdo dos conceitos tedricos e aspectos basicos
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referentes ao que ¢ um grafo, por se tratar de alunos do 1° ano sequer sabiam a diferenca entre
vértices e arestas, em seguida foi apresentado o GeoGebra para os alunos, que ficaram
surpresos ao descobrir que todos os grafos e mapas apresentados, foram confeccionados com

0 programa, pois ndo o conheciam.

5.2 Lécus da Pesquisa

A pesquisa foi realizada no Instituto Federal de Educagdo, Ciéncia e Tecnologia do
Amapa, Campus Macapa, que esta situado na Rodovia Br 210 km 3, s/n, Bairro: Brasil Novo,
CEP: 68909-398, Municipio de Macapa, no estado do Amapa. Em sintese, a historia do
Instituto Federal do Amapé (Ifap) comeca em 25 de outubro de 2007. Em 29 de dezembro de
2008, a Lei no 11.892, que institui a Rede Federal de Educacdo Profissional, Cientifica e
Tecnoldgica, transforma a ETFAP em Instituto Federal de Educagao, Ciéncia e Tecnologia do
Amapa (IFAP) autarquia ligada ao Ministério da Educagdo, detentora de autonomia
administrativa, patrimonial, financeira, didatico-pedagogica e disciplinar, equiparada as
universidades federais. Tendo por marco inicial das atividades no ensino, em 8 de setembro

de 2010.

5.2.1 Infraestrutura e recursos humanos.

O IFAP conta com uma boa estrutura fisica com amplos espagos pedagdgicos. Possui
também além das salas de aulas, biblioteca, refeitério, area de convivéncia e laboratorios de
informatica, de biologia, quimica, fisica € matematica, salas de atendimento a saude do aluno,
e acompanhamento aos discentes com necessidades especiais. Vale também ressaltar que o
IFAP possui métodos de acessibilidade tais como piso tatil, rampa e elevadores para alunos
cadeirantes.

Também se nota uma ambienta¢do adequada para o desenvolvimento do trabalho dos
seus colaboradores, apresenta uma estrutura administrativa sistematizada em: Direcao Geral
do campus Macapd, Nucleo de Atendimento as Pessoas com Necessidades Especificas
(Napne), Coordenagdo da Tecnologia da Informacdo, Secdo de Gerenciamento da
Comunicagao Social (Secom), Dire¢do de Ensino (Diren), Departamento de Administragdo e
Planejamento e Departamento de Pesquisa e Extensdo. funcionando nos turnos matutino,

vespertino € noturno.



39

5.3 Sujeitos Participantes

A pesquisa inicialmente foi planejada para ser realizada com alunos do 2° ano do
Ensino Médio, devido ao fato de estarem estudando andlise combinatdria e possuirem
conhecimentos prévios ¢ basicos sobre o assunto. A intencdo era fornecer uma ferramenta
adicional aos alunos para andlise e resolugdo dos problemas. No entanto, devido a
incompatibilidade de horarios e outros fatores limitantes, ndo foi possivel realizar a pesquisa
com essa turma. Como alternativa, o trabalho foi conduzido com alunos do 1° ano do Ensino
Médio, do Curso Técnico em Edificagoes.

Os resultados indicaram que, de forma geral, essa mudanga ndo foi um grande
problema, uma vez que a teoria dos grafos ndo requer muitos pré-requisitos para sua
compreensdo basica, conforme afirmado por Gouvéa (2020). Embora tenha havido evasao de
alguns alunos durante a oficina de Matematica aqueles que permaneceram demonstraram
entusiasmados e surpresa com a abordagem que do tema, percebendo que, apesar do nome
ndo era algo complexo e dificil de compreender. Essa abordagem diferenciada quebrou a
monotonia que das aulas de matematica.

O uso de softwares proporcionou diferentes formas de abordagem, transformando a
matematica estatica dos livros didaticos e quadros em uma matematica dindmica em que o
aluno se torna um agente ativo na constru¢ao do conhecimento. Em um questionario aplicado
a turma pesquisada, perguntamos se os alunos ja tinham ouvido falar de software voltado para

a matematica; todos responderam que ndo. Como mostrado no Gréfico.

Figura 23 - Grafico .

Voceé ja conhecia o software
GeoGebra ou outro softwarede
matematica ?

Hsn ENAD

0%

Fonte: Os autores, 2023.
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O resultado em questdo reflete a resposta de uma pequena parcela do contingente
escolar, dessa forma ndo ¢ suficiente para generalizar, mas com toda certeza nos faz refletir o
quao pouco os recursos tecnoldgicos estdo sendo explorados dentro de sala de aula, mesmo a

escola possuindo diversos laboratérios de informatica.

5.4 Procedimentos de obtencio de informacdes empiricas

A Instituicdo possui um corpo pedagdgico muito receptivo. Entramos em contato com
a professora Jacqueline Sousa de Jesus, responsavel pela Secdo de Gerenciamento de Ensino
Médio. Assim, logo apos, selou-se a parceria para que pudéssemos realizar a aplicacdo da
oficina na turma do 1° ano do Curso Técnico em Edificagdes na forma Integrada ao Ensino
Meédio, visando contribuir com uma ferramenta a mais na resolucdo de problemas.

Foi realizado um encontro de 2h/aula 50 min em formato de oficina, levamos os
alunos até o laboratério de Matematica. Apos isso com a ajuda do projetor conceituamos o
que ¢ um Grafo e todas as suas caracteristicas basicas, como surgiu no seu contexto historico
e como estd presente atualmente. Em seguida, para ndo perder tempo com as instalacdes
utilizamos Geogebra em seu formato online otimizando o tempo. Foram feitas apresentagdes
do software mostrando a sua area de trabalho e detalhando a Janela de Visualizacdo a Barras

de Menu e Ferramentas, além do Campo de Entrada (Figura 24).

Figura 24 - Janela inicial do software GeoGebra.
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Fonte: Os autores, 2023.

Durante o encontro foram abordados conceitos basicos, como a construcao geométrica
no plano cartesiano, e os alunos foram incentivados a gerar figuras utilizando apenas vértices

e arestas. Essas atividades visavam proporcionar o entendimento e resolucao dos problemas
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que seriam propostos posteriormente.

6 APRESENTACAO E ANALISES DOS DADOS

Neste capitulo, serdo apresentados os resultados e as andlises dos dados coletados
durante a pesquisa, juntamente com os procedimentos adotados. Serdo discutidas as possiveis
contribuicdes da tematica da Teoria dos Grafos para o ensino e aprendizagem da Matematica,
levando em consideragdo os aspectos observados nos aluno durante as atividades e o impacto

do uso do software GeoGebra.

6.1 Atividades propostas

6.1.1 Problema 1

Nesta atividade foram trabalhados ndo s6 os conceitos iniciais da teoria dos grafos,
mas também a representacdo grafica de figuras e mapas em forma de grafos dentro do
GeoGebra e, posteriormente, foi abordado o Teorema das Quatro Cores para colorir essas

figuras e mapas.

Foi feito um breve contexto historico sobre os grafos, abordando a origem do
problema das sete pontes de Konigsberg e a importancia que Leonard Euler teve para a
criacdo da teoria dos grafos. Em seguida mostramos como os grafos estdo constantemente no
nosso dia a dia, apresentando e conceituando o que ¢ um grafo de maneira mais sucinta

possivel por serem alunos do 1° ano e estarem vendo tais conceitos pela primeira vez.

Feito isso apresentamos o Teorema das Quatro Cores e foi proposto que os alunos
pintassem a bandeira brasileira com o menor nimero possivel de cores distintas em suas areas
adjacentes. Tal problema pode ser contextualizado e trabalhado utilizando grafos e representa

uma aplicacdo pratica do Problema das Quatro Cores. (Figura 25)
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Figura 25 - Exercicio 1.

Qual o nimero minimo de cores para se pintar a bandeira
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abaixo sem que haja regides adjacentes com a mesma cor?
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Fonte: Os autores, 2023.

Depois de muitas tentativas dos alunos e grandes dificuldades principalmente em
identificar as areas de adjacéncia, foi mostrada outra imagem, sendo esta uma representacao
por meio de um grafo, da situagdo- problema anterior, conforme mostrado na Figura 26.

Usando o GeoGebra os alunos coloriram o grafo sem grandes dificuldades.

Figura 26 - Grafo do exercicio 1.

Qual o nimero minumo de cores para se pintar a bandeira
abaixo sem que haja regides adjacentes com a mesma cor?
A
D E
Be *
1-
c
2 Arl
) 3
Fonte: Autores 4-Verde

Fonte: Os autores, 2023.
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Os alunos ficaram surpresos ao descobrir que o grafo apresentado correspondia a
imagem anterior. A partir desse momento, todos os exercicios subsequentes foram abordados
utilizando a representacao em forma de grafos. Com essa abordagem, os alunos nao tiveram
muitas dificuldades em identificar as regides adjacentes, uma vez que bastava verificar quais
vértices estavam conectados por arestas. A simples modelagem em forma de grafo foi

suficiente para a resolu¢ao do problema proposto.

6.1.2 Problema 2

Com base no teorema das quatro cores e na coloragdo de grafos foi proposto um
exercicio um pouco mais complexo e contextualizado, envolvendo a coloragdo de uma
bandeira em uma configuragdo de diferente, conforme mostrado na Figura 27. Este problema
foi abordado no Exame Nacional do Ensino Médio (ENEM) de 2015. Considerando que os
alunos do 1° ano do Ensino Médio ainda ndo estudaram conteudos de analise combinatoria,
como os principios de contagem, essa situagdo-problema poderia ser desafiadora para eles, no
entanto aplicando os conceitos de grafos com base no exercicio anterior, os participantes

foram capazes de resolver o problema.

Figura 27 - Exercicio 2

(Enem-2015-PPL) A bandeira de um estado é formada por cinco faixas, A, B, C, D e E, dispostas conforme a
figura.

A

Deseja-se pintar cada faixa com uma das cores verde, azul ou amarelo, de tal forma que faixas adjacentes
ndo sejam pintadas com a mesma cor.
O célculo do nimero de possibilidades distintas de se pintar essa baq»deira, com a exigéncia acima, é:

A) 1x2x1x1x2.
B) 3x2x1x1x2.
C) 3x2x1x1x3.

D) 3x2x1x2x2.
E) 3x2x2x2x2.

Fonte: ENEM, 2015.
Mesmo com um problema que inicialmente poderia apresentar certa dificuldade aos

alunos, eles comecaram a generalizar a imagem da bandeira, representando-a por meio de
vértices e arestas. Essa representacdo permitiu reduzir o problema a um grafo ndo
direcionado, onde bastava analisar quais vértices eram adjacentes e quantas opgdes de cores

estavam disponiveis. Na Figura 28, ¢ mostrada a imagem de uma das participantes
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transcrevendo no quadro branco a representagdo da situagdo por meio de um grafo.

Figura 28- Aluna resolvendo Exercicio 2.

Fonte: Os autores, 2022.

6.2 Analise da percepcao e respostas dos alunos

Apobs o contato com as ideias iniciais sobre os grafos e a aplicagdo dos problemas
apresentados, foi aplicado um questionario aos alunos com algumas perguntas sobre sua
relagdo com a matematica, o que chamou-lhes a atencdo nas atividades, e sobre o que
entenderam a respeito dos grafos. A seguir, propde-se que sejam observadas algumas das
respostas obtidas, pois estas trazem importantes implicacdes e reflexdes sobre o ensinar e

aprender matematica.

Na Figura 26, tem-se a resposta do aluno A a duas perguntas: a primeira refere-se a
que ele compartilhe sua experiéncia e relagdo pessoal com a matematica, pois € importante
saber do sujeito quais as suas dificuldades, facilidades, ou seja, ¢ necessario dar espago para
que o aluno possa expressar suas opinides e anseios. A segunda pergunta leva o aluno a
refletir sobre o contetido trabalhado e a externalizar suas percepgdes com as proprias palavras,
o que pode dar indicios de seu entendimento e dificuldades, fornecendo dados e mecanismos
para que o professor possa intervir. Em resposta a pergunta 5 (Ver a Figura 29) o aluno A
considera que em algum momento de sua vida escolar, mais precisamente até o ultimo ano do
Ensino Fundamental, este achava que os contetidos matematicos eram “relevantes”, como o

proprio aluno menciona, “que iria precisar em meu cotidiano”. E muito comum uma grande
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parte dos estudantes terem essa percep¢ao, de que a matematica escolar estd desconectada
com a realidade. Muitas vezes, a pergunta “Para que serve este assunto?” ¢ feita por alunos
nas salas de aula. Entdo surge a seguinte reflexdo: sera que o sujeito deve estudar apenas
aquilo que vai aplicar em seu cotidiano? Que ganhos intelectuais, formas novas de pensar ¢
raciocinar podem ser adquiridas e desenvolvidas, s6 pelo simples fato de estudar um tema

novo, nao necessariamente ligado a Matematica?

Figura 29 - Resposta do Aluno A.
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Fonte: Os autores, 2023.

O que se percebe ¢ que hd uma maior motivagdo com o conhecimento pratico-
utilitario, haja vista a perceptivel desmotivacdo dos alunos quando ndo percebem uma
aplicabilidade do conteudo estudado, sobretudo em relacdo a Matematica, que € o tema deste
trabalho.

Outro participante, que foi identificado como Aluno B, quando indagado sobre sua
relagdo com a Matematica, enfatiza: “Nao gosto, pois ndo sou bom em Matematica”,
conforme mostrado na Figura 30. A partir da fala do aluno, ¢ nitido que a relacdo que uma
grande parte dos alunos t€ém com a matematica ndo ¢ a melhor. Entretanto, apenas conhecer
ou constatar este fato sem uma proposta de interven¢do ndo causard mudancas positivas, ou
mesmo alguma ideia do que fazer para mudar tal realidade. Mas, o mesmo aluno que fez uma
afirmacdo negativa na pergunta anterior, menciona que o método abordado, que ele chamou
de “Transformar as imagens em graficos”, lhe chamou a atencdo. Talvez, entdo o problema
ndo esteja no sujeito, mas na forma como o conteudo matemadtico ¢ trabalhado. Utilizar
recursos que fogem do habitual e temas interessantes pode despertar a curiosidade e a atengao

dos alunos, mesmo daqueles que dizem “ndo gostar” de matematica.
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Figura 30 - Resposta do Aluno B.
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Fonte: Os autores, 2023.

Uma vez que despertamos a curiosidade dos alunos, observamos um aumento do
entusiasmo, da atencdo e principalmente do engajamento e participagdo, a medida que eles
comegaram a associar os grafos a outros conteudos, dentro das atividades propostas. Um
exemplo dessa relagdo, foi bem observado pelo Aluno C que associou os grafos dirigidos aos
graficos das aulas de Fisica (Ver a Figura 31).

De fato, pode-se entender que um grafico de pontos e linhas, pode ser tratado
matematicamente como um grafo; ¢ um dos grandes ganhos de se tatar objetos como grafos, ¢

a simplicidade de visualizacdo de propriedades e relagdes entre os elementos.

Figura 31 - Resposta do aluno C.
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Ao entenderem e serem capazes de transformar as imagens em grafos sozinhos e
solucionar os problemas, o entusiasmo obviamente aumenta bastante, antes um problema que
parecia muito complexo para alunos do 1° ano ja ndo era mais um desafio tdo grande e a certo
ponto passou a ser uma competi¢cdo para quem o resolvia correto primeiro. Quando ha
produtividade, isto €, quando o aluno consegue compreender e resolver problemas com éxito,
o "mau gosto” pelo conteido parece ir embora, dando lugar aos poucos ao entusiasmo e

motivagao.

Figura 32 - Um dos participantes representando um problema descrito por meio de um grafo no quadro.
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Fonte: Os autores, 2023.

Na maioria das vezes o aluno ndo gosta da matéria simplesmente por nao entender o
conteudo ou ndo conseguir encontrar um uso pratico para aquele conhecimento gerando a
famosa pergunta ‘Onde vou usar isso na minha vida?”. Mas, uma vez que os alunos
entenderam o que ¢ um grafo, comegaram a generalizar e organizar as informagdes em forma
de grafo sozinhos foram capazes de encontrar um uso pratico.

Analisando a resposta do Aluno D (Figura 33), ha muitas reflexdes sobre a percepgao
que os sujeitos tém em relacdo a Matematica. Fica novamente evidente que parece ser muito
presente nos alunos o sentimento de que a Matematica trabalhada em sala de aula ¢
irrelevante, sem importancia.

Em algum momento da vida escolar deste aluno, a Matematica deixou de ser a sua
matéria preferida, para transformar-se em algo repulsivo. Baseado no seu relato, tal frustra¢ao
teve seu inicio quando houve a necessidade de representar objetos matematicos por meio de

(3

letras, conforme a transcri¢ao fala do aluno: “...mas depois comegou a envolver letras e

expressoes que para mim ndo tem relevancia.” (Figura 33)
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Figura 33 - Resposta do aluno D.
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Fonte : Os autores, 2023.

De fato, a representacdo algébrica e abstrata em Matematica ndo € uma tarefa trivial, e
suas conexdes com aplicagdes praticas ndo sdo Obvias para a maioria dos alunos. Diante
disso, ¢ responsabilidade do professor mostrar de uma maneira mais palpavel e
contextualizada os conceitos matematicos, pois € pouco provavel que alunos do ensino basico
possuam maturidade suficiente para motivar-se por conteudos abstratos, desconectados da
realidade e sem algum significado que faga sentido para eles.

Mesquita (2021, p. 65) enfatiza que a tema Teoria dos Grafos pode ser extremamente
promissor para despertar o interesse € a motivacdo pela Matematica, haja vista que os
problemas que podem ser abordados geralmente fazem parte do conhecimento e de coisas que

a maioria dos alunos tém contato, como por exemplo , as redes sociais.

Concluimos que a inclusdo da teoria dos grafos seria uma alternativa de contetido a
ser trabalhado com os alunos da educacdo basica, ¢ sem grandes obstaculos, pois
atende as expectativas de aplicabilidade do conhecimento adquirido na resolugédo de
situagdes problema encontradas no cotidiano, além de ser uma porta de entrada para
a apresentacao de novos conteudos. (MESQUITA, 2021, p.65)

Uma evidéncia disto, esta refletida na resposta do Aluno E, que ao comentar sobre
grafos, faz uma associa¢do a recomendacdo de perfis e contetidos nas redes sociais, tema que

faz parte da vida de praticamente todos os alunos atualmente (Ver a Figura 34).
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Figura 34 - Resposta do aluno E.
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Fonte: Autores, 2023.

Ao final da oficina, percebendo o entusiasmo de todos, foi proposto um desafio, com
base na demonstragdo de Kamper e utilizando o GeoGebra para os participantes: encontrar
um grafo que necessitasse de 5 cores distintas para sua coloracio. Espera-se com este
trabalho ter causado um pouco de reflexdo entre os alunos. Junto com o tema, o uso de
softwares como o GeoGebra pode ser uma ferramenta muito util para tornar as aulas de
matematica mais interessantes, dindmicas e interativas, permitindo que os alunos assimilem e
associem o conteudo com o cotidiano de forma mais facil, eficiente e eficaz, além de facilitar
a organizagao das informacdes. Nesse contexto, Borba e Penteado (2010, p. 32) enfatizam que
o uso de ambientes computacionais, como os possibilitados pelo GeoGebra favorecem as
atividades nas aulas de matematica com esta abordagem. Sem duvida a utilizagdo desse

recurso foi determinante para o sucesso desta pesquisa.
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7 CONSIDERACOES FINAIS

Este trabalho teve como objetivo apresentar uma abordagem inicial e introdutoria da
teoria dos grafos, desde as suas origens até os tempos mais atuais, tendo em vista que, apesar
de ser um tema razoavelmente recente na matematica, muita das vezes sequer € citado em sala
de aula, tornando-o um assunto que para a grande maioria dos estudantes ¢ totalmente
desconhecido, por n3o ser um tema rotineiramente abordado nas aulas de andlise
combinatoria.

A inclusdo da teoria dos grafos mesmo, que de forma sucinta ¢ uma alternativa ndo so6
ao conteudo a ser trabalhado, mas também uma possibilidade de ampliar as alternativas dos
alunos da educagdo basica ao se depararem com problemas de natureza diversa: pessoas,
cidades, ruas, estrelas, atomos etc., e sem grandes dificuldades, devido a auséncia de grandes
pré-requisitos.

Devido ao tempo reduzido que tivemos com os alunos, ndo foi possivel abordar
problemas mais complexos e elaborados, que demandam mais encontros com o0s
participantes. No entanto, se tivéssemos mais tempo para reforcar os conceitos e ampliar o
conhecimento dos alunos, seria possivel abordar outros problemas, como aplicagdes de grafos
em matrizes. Esse tipo de abordagem poderia ser realizado com alunos do 3° ano do Ensino
Meédio, ou até mesmo com alunos de graduacdo que ja possuam algum conhecimento de
Algebra Linear e computagio.

Espera-se que este trabalho possa de alguma forma motivar e contribuir para a
realizagdo de trabalhos posteriores sobre a teoria dos grafos fazendo uso ou nao de softwares
como o GeoGebra para dinamizar o processo de ensino e aprendizagem de matematica, ao
fazer uso de um ambiente diferente do habitual, dessa forma estimulando a criatividade do

aluno no tratamento das informagdes para a resolugdo de problemas.
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APENDICE A - QUESTIONARIO
OFICINA: TEORIA DOS GRAFOS: uma abordagem introdutdria.
Ministrante: Benedito Silva da Luz; Thiago Costa da Silva.

Queremos conhecer mais sobre vocé e seus conhecimentos sobre a Teoria dos Grafos, € o que
aprendeu nestes encontros.

1. Voce ja conhecia a Teoria dos Grafos antes da oficina? () Sim
( ) Nao
2. A respeito da Teoria dos Grafos. Consegue lembrar de alguma situacdo pratica em que

seria possivel aplica-lo para resolver um problema?

3. Vocé ja ouviu falar ou conhece alguma Teoria matematica? Se SIM, qual?

4. Vocé ja conhecia o software GeoGebra ou outro software de matematica? Conte-nos
um pouco sobre.

5. Compartilhe conosco um pouco da sua experiéncia e sua relagdo pessoal com a
matematica em sala de aula. Conte-nos se gosta ou se nao gosta, o porqué, € o que acha que
poderia ser melhorado nas aulas.

6. O que chamou a sua atencao em relagdo as atividades desta oficina sobre a Teoria dos
Grafos? Sugestdes e criticas sdo bem-vindas.




