INSTITUTO
FEDERAL
Amapa
INSTITUTO FEDERAL DE EDUCAGCAO, CIENCIA E TECNOLOGIA DO AMAPA
IFAP
CAMPUS MACAPA

CURSO SUPERIOR DE LICENCIATURA EM MATEMATICA

EDIVALDO BASTOS DA SILVA
JOSE WLADEMIR BARROS RAMOS

CALCULO DIFERENCIAL INTEGRAL: Aplicacdes na educagio basica

MACAPA-AP
2020



EDIVALDO BASTOS DA SILVA
JOSE WLADEMIR BARROS RAMOS

CALCULO DIFERENCIAL INTEGRAL: Aplicacdes na educagio basica

Trabalho de Conclusdo de Curso, apresentado
ao Curso Superior de Licenciatura em
Matematica, do Instituto Federal de Educacao,
Ciéncia e Tecnologia do Amapé — IFAP, como
requisito avaliativo para obtencdo de titulo de
Licenciado em Matematica.

Orientador: Me. André Luiz dos Santos
Ferreira.

Coorientador: Dr. Carlos Alexandre Santana
Oliveira

MACAPA-AP
2020



5586¢c

Biblioteca Institucional - [FAP

Dados Internacionais de Catalogagio na Publicagio (CIP)

Silva, Edivaldo Bastos da
Cilculo Diferencial Integral: aplicacdes na educagiio bdsica / Edivaldo

Bastos da Silva, José Wlademir Barros Ramos, - Macapa, 2020,
46 1.

Trabalhe de Conelusio de Curso (Graduagio) -- Instiuto Federal de
Educacio, Ciéncia e Tecnologia do Amapa. Campus Macapa, Curso de
Licenciatura em Matematica, 2020.

Oricntador. Mz, André Luiz dos Santos Ferreira
Coonentador: Dr. Carlos Alexandre Santana Oliveira

1. Limites. 2. Derivadas. 3. Integral. . Ramos, José Wlademir Barros. L.

Ferreira, Me. André Luiz dos Santos, orient. I1. Oliveira, Dr. Carlos
Alexandre Santana, coorient. I, Titulo.

Elaborada pelo Sistema de Geraglio Automatica de Ficha Catalografica do IFAP

com os dados fornecidos pelo(a) auton(a).



EDIVALDO BASTOS DA SILVA
JOSE WLADEMIR BARROS RAMOS

CALCULO DIFERENCIAL INTEGRAL: Aplicacdes na educacio basica

Aprovado em: 09/12/2020.

Trabalho de Conclusdo de Curso, apresentado
ao Curso Superior de Licenciatura em
Matematica, do Instituto Federal de Educacao,
Ciéncia e Tecnologia do Amapé - IFAP, como
requisito avaliativo para obtencdo de titulo de
Licenciado em Matematica.

Orientador: Me. André Luiz dos Santos
Ferreira.

Coorientador: Dr. Carlos Alexandre Santana
de Oliveira.

BANCA EXAMINADORA

Proé. Me. André Luiz dos Santos Eerreira — Orientador.

Prof. Dr. Carlos Alexand

ntana Oliveira — Coorientador.

_ Koualb L Lieiini 4L

Prof. Me. Ronaldo Franck Figueiredo Leite— Avaliador

Prof. Ma. Elma Daniela Bezerra Lima — Avaliadora



Aos meus filhos Romulo Dalton Bastos da
Silva e Thomas Tarso de Sousa Silva, que sdo
a minha razao de viver.

A minha esposa Ménica Lopes de Sousa Silva,
pelo companheirismo e incentivo ao longo

dessa caminhada.

Edivaldo Bastos da Silva



AGRADECIMENTOS

Agradeco a Deus por me transmitir forca, coragem e fé ao longo desses anos e que
sempre me fez persistir;

Aos meus pais EMILIO LOBO DA SILVA e NATALINA DE JESUS BASTOS DA
SILVA que s&o meus maiores exemplos de vida;

Sou grato pela educacdo e pelo incentivo dado ao longo dessa jornada;

Ao professor e orientador Me. ANDRE LUIZ DOS SANTOS FERREIRA pelo
incentivo, amizade, confianca e dedicacdo em me ensinar o caminho a ser percorrido ao longo
do curso;

Ao professor e orientador Dr. CARLOS ALEXANDRE SANTANA OLIVEIRA por
sua amizade, dedicacdo e compromisso na orientacao deste TCC;

Ao amigo SALOMAO LIMA MONTEIRO grande parceiro de estudos e trabalhos
académicos;

A amiga LARISSA MASCARENHAS COELHO pela parceira em trabalhos
académicos;

Aos colegas do curso de Licenciatura em matematica pela amizade e pela troca de
conhecimentos durante o curso;

Aos professores do curso de Licenciatura em Matemética do IFAP que foram de

grande importancia e contribuiram para o nosso processo de formacéao profissional.

Edivaldo Bastos da Silva



Aos meus pais José Raimundo Silva Ramos e
Maria Barros Ramos que sdo meus maiores
exemplos de vida.

José Wlademir Barros Ramos



AGRADECIMENTOS

A Deus, pela minha vida, e por me permitir ultrapassar todos os obstaculos
encontrados ao longo da realizacdo deste trabalho;

A minha esposa Conceicdo Nunes de Aradjo Ramos que sempre esteve ao meu lado,
incentivando e, mesmo nas dificuldades durante a gravidez me deu forgas para ndo desistir e
assim pudesse encarar as dificuldades encontradas pelo caminho ao longo do curso;

Aos meus filhos Maria Vitoria de Aradjo Ramos e José Isaque de Araljo Ramos,
razao para que eu possa estudar e lutar pelos meus objetivos;

Ao grande orientador e Professor Me. André Luiz dos Santos Ferreira que sempre
acreditou nessa minha conquista e que sempre me ajudou nas horas em que eu mais precisei,
sempre foi e serd mais que um amigo;

Ao professor e orientador Dr. Carlos Alexandre Santana Oliveira que nessa jornada de
estudos sempre foi paciente e teve total dedicacdo para que pudéssemos concluir este
trabalho;

Aos colegas do curso de Licenciatura em matematica pela amizade e pela troca de
conhecimentos durante o curso;

Aos professores do curso de Licenciatura em Matemética do IFAP que foram de

grande importancia e contribuiram para 0 nosso processo de formacao profissional.

José Wlademir Barros Ramos



RESUMO

Esta pesquisa buscou evidenciar de forma sucinta algumas possiveis aplicacdes do Calculo
Diferencial e Integral na Educacdo Béasica. Tendo como tema gerador a demonstracdo de
alternativas de introduzir o estudo de Calculo na Educacdo Baésica, sem que haja
comprometimento no aprendizado do aluno e aumento da carga horaria docente. A revisao de
literatura envolveu tanto a Indugdo ao Calculo, como a abordagem do Calculo nos livros
didaticos. A metodologia baseou-se em um levantamento tedrico de alguns livros e artigos
cientificos, referente ao tema da proposta, utilizando para isso recursos existentes na
biblioteca do Instituto Federal do Amapéa - Campus Macapa, bem como nos periddicos, livros
de seu acervo e através de acesso a fontes disponibilizadas na internet. Desse modo, foi
apresentado de forma didatica as aplicacdes do Céalculo nas disciplinas de Matematica, Fisica,
Biologia, Quimica, entre outros, com a finalidade de demonstrar e apresentar essas
ferramentas matematicas de forma compreensivel e acessivel aos alunos e professores,
enfatizando que ndo é uma tarefa simples para o professor de matematica, porém é possivel
despertar o interesse pelo calculo ao se trabalhar questbes que estejam relacionada a vivéncia
dos alunos. No mais, o trabalho buscou ndo s6 contribuir como também enriquecer 0s
indicadores de pesquisas na area do Calculo para Educacdo Basica, mostrando diferentes

sugestdes sobre o tema.

Palavras-chave: Ensino Médio. Matematica Aplicada. Calculo Diferencial Integral.



ABSTRACT

This research sought to briefly show some possible applications of Differential and Integral
Calculus in Basic Education. Having as generator theme the demonstration of alternatives to
introduce the study of Calculus in Basic Education, without compromising the student's
learning and increasing the teaching load. The literature review involved both Induction to
Calculus and the approach to Calculus in textbooks. The methodology was based on a
theoretical survey of some books and scientific articles, related to the proposal's theme, using
existing resources in the library of the Federal Institute of Amapa - Campus Macapa, as well
as in periodicals, books from its collection and through access to sources available on the
internet. Thus, the applications of Calculus in the disciplines of Mathematics, Physics,
Biology, Chemistry, among others, were presented in a didactic way, with the purpose of
demonstrating and presenting these mathematical tools in an understandable and accessible
way to students and teachers, emphasizing that it is not a simple task for the math teacher, but
it is possible to arouse interest in calculus when working on issues that are related to the
students' experience. In addition, the work sought not only to contribute but also to enrich the
research indicators in the area of Calculation for Basic Education, showing different
suggestions on the theme.

Keywords: Basic Education. AplicatedMath. Differentialand Integral Calculus.
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1 INTRODUCAO

No Brasil, os conteudos de cada componente ofertada no ensino médio constam na
Base Nacional Comum Curricular — BNCC. Esse documento é elaborado pelo Ministério da
Educacdo — MEC, contempla os contedos minimos necessarios na formagéo dos estudantes
das escolas publicas e privadas e tem por objetivo estabelecer um patamar de aprendizagem

em todo pais. O documento relata que:

Ao longo da Educagdo Baésica (na Educacdo Infantil, no Ensino Fundamental e no
Ensino Medio) os alunos devem desenvolver as dez Competéncias da Educacéo
Baésica que pretendem assegurar, como resultado do seu processo de aprendizagem e
desenvolvimento, uma formacdo humana integral que visa a constru¢cdo de uma
sociedade justa, democrética e inclusiva (BNCC, 2017, p.25).

Em se tratando na componente curricular matematica, acredita-se que é possivel
acrescentar novos contetdos a BNCC sem que haja comprometimento do aprendizado do
aluno e aumento da carga horaria docente. Os novos conteldos contemplariam o célculo
diferencial e, embora ndo conste na BNCC, se correlaciona com ensino de funcgdes, presente
no ensino médio.

O ensino de funcBes é imprescindivel, pois esta presente em processos basicos seja na
matematica, fisica, biologia entre outras disciplinas.

Muitas situacGes do cotidiano — por exemplo, a distancia percorrida por um carro em
funcdo do tempo, explorada na area da Fisica, ou o crescimento do nimero de
bactérias em funcdo do tempo, na &rea da Biologia — podem ser analisadas como
relacbes entre grandezas, denominadas funcBes, que sdo definidas por leis
matematicas. (SANTANA, 2011, p.25).

O célculo diferencial possui vérias aplicacfes que podem ser utilizadas na resolucéo
de problemas. Uma das aplicagdes, por exemplo, consiste em calcular o ponto de méximo ou
minimo da fungdo quadrética, usando para isso a derivada da funcdo. Sabe-se que inserir o
calculo diferencial no ensino médio ndo é uma tarefa facil, mas os auxilios proporcionados na
compreensdo do estudo de fun¢Ges merecem a nossa atengao.

O autor Santos (2012, p. 11) expde que ao longo dos anos:

O célculo vem desempenhando um papel de extrema importancia no
desenvolvimento cientifico-tecnoldgico. Os conceitos de Calculo sdo utilizados em
muitas areas de pesquisas no campo das ciéncias exatas. Essa importancia fica
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evidente nas pesquisas realizadas nas areas da Biologia, Economia e Fisica
(SANTOS, 2012, p. 11).

Com o ensino do Célculo podem ser estabelecidas relagcbes com outros conteidos de
Matematica. Como no caso o0 ensino de Geometria, podemos deduzir a férmula da area de um
circulo usando nocGes de limites. Na Geometria Analitica podemos analisar pontos criticos e
pontos de inflexdo, importantes para a descricdo de uma curva (SANTOS, 2012, p. 11).

Decorrente a isso, os Parametros Curriculares Nacionais — PCN’s (1997, p.38) enfatizam que:

O desafio que se apresenta é de identificar, dentro de cada um desses vastos campos,
de um lado, quais conhecimentos, competéncias, habitos e valores sdo socialmente
relevantes; de outro, em que medida contribuem para o desenvolvimento intelectual
do aluno, ou seja, na construcdo e coordenacdo do pensamento légico-matematico,
da criatividade, da intuicdo, da capacidade de analise e de criacdo, que constituem
esquemas logicos de referéncia para interpretar fatos e fendbmenos (PCN’s, 1997,
p.38).

Dessa forma, ao determinar conceitos e procedimentos a serem estudados em sala de
aula, a selecdo de contedo poderia ser realizada em uma perspectiva mais ampla, o que sem
duvida, proporcionaria uma riqueza de conhecimentos para o processo de ensino.

Trabalhar o Calculo na Educacgdo bésica é fundamental pois trata-se de uma area da
matematica desenvolvida por meio da Algebra e da Geometria, no qual abrange os estudos de
taxa de variacdo, que trabalha a inclinacéo da reta e acimulo de quantidades que se aplica ao
estudo de area e volume de um sélido. O que oferece um universo de possibilidades de
aplicacdo interdisciplinar. Em consonancia a isso, 0 ensino do calculo no ensino médio é uma
questdo que vem sendo levantada por alguns pesquisadores, devido a importancia para as
ciéncias e tecnologias modernas (FLORET, 2014, p.17).

Desse modo, o trabalho foi elaborado com o objetivo de apresentar, de forma sucinta,
algumas possiveis aplicacdes do calculo diferencial a problemas de nivel médio. Além de
desenvolver alguns conceitos de limites, derivada, integral baseados nos estudos de funcdes
com a finalidade de demonstrar as possibilidades de apresentar essas ferramentas matematicas
de forma compreensivel e acessivel para os estudantes do ensino médio.

O trabalho buscou englobar tanto a abordagem do Calculo nos livros didaticos, como a
Introducdo ao Calculo para assim propor as possiveis aplicacdes. A metodologia
fundamentou-se em levantamento tedrico, referente ao tema proposto, utilizando para isso
recursos existentes na biblioteca do Instituto Federal do Amapa - Campus Macap4, seja nos
periodicos e livros de seu acervo e através de acesso a fontes disponibilizadas na internet.
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As consideracdes finais foram pautadas de acordo com a explanagéo das discussdes na
qual se percebeu que no ensino médio “’tradicional”’ é comum o ensino da Matematica de
forma um tanto quanto ndao convencional, no sentido de ndo serem abordados contetdos de
calculo diferencial, assunto esse que poderia ser cobrado no ensino médio, por haverem
aplicagdes diversas no cotidiano dos estudantes.

Portanto, esse trabalho buscou contribuir com o acervo de pesquisas realizadas no
ramo do Calculo para Educacdo Baésica, de forma a exibir diferentes propostas acerca do

tema.
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2 FUNDAMENTACAO TEORICA

Neste capitulo serdo tratados os conceitos de limites, derivada e integral, com intuito
de colaborar com embasamento tedrico do trabalho. Esses conceitos sdo de grande relevancia

e se relacionam com o conteddo fungGes estudadas no ensino médio.

2.1 Uma abordagem sobre célculo no ensino basico

Nas experiéncias obtidas como estudantes do curso de Licenciatura em Matematica do
Instituto Federal de Ciéncia e Tecnologia do Amapd — IFAP e na ocasido cursando a
disciplina de Calculo Diferencial Integral, pudemos perceber as dificuldades que os colegas
de classe apresentavam com a disciplina, o que nos despertou interesse em aprofundar estudos
aos quais julgamos necessario mostrar a importancia de o célculo diferencial ser apresentado
aos alunos no ensino médio.

O ensino da Matematica no Brasil nas décadas de 60 e 70, e em outros paises foi
influenciado pelo movimento da Matematica Moderna e, como consequéncia, houve a
exclusdo de alguns contetdos dos antigos programas, dentre eles o Célculo. Atualmente, 0s
temas como Limite, Derivada e Integral ndo sdo ensinados no Ensino Médio e ndo aparecem
em alguns livros didaticos tendo como justificativa serem dificeis e impréprios a esse
segmento da educacdo, devendo ficar restrito apenas ao Ensino Superior. (MARIA, 2013,
p.19).

E ao se analisar a historia do desenvolvimento do Célculo no Brasil, foi possivel
perceber que, devido a algumas reformas no ensino, o conteudo de Calculo ja esteve presente
na matriz curricular do ensino médio da qual foi retirado devido as inUmeras reformas
curriculares. Atualmente, é possivel perceber que alguns topicos do Célculo se encontram
ausentes nos livros didaticos, como os limites e as derivadas (LADISLAU, 2014, p.16).

E de acordo com Maria (2013, p.12-13), o Calculo Diferencial e Integral é:

Uma das disciplinas mais tradicionais do Ensino Superior de Ciéncias Exatas e,
também, base referencial para a compreensdo do desenvolvimento cientifico e
tecnoldgico, desde que foi proposto por Newton e Leibniz, h4 trezentos anos.
Entretanto, apesar de sua importancia e atualidade como conhecimento humano, o
ensino do calculo ainda preserva a sua estrutura original, sendo considerada uma das
disciplinas que apresenta as maiores dificuldades de aprendizado, por parte dos
alunos e até mesmo professores. (MARIA, 2013, p. 12 — 13).
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Por esse motivo introduzir o céalculo diferencial ao ensino médio, pode possibilitar um
amplo conhecimento da matéria, tendo em vista que o seu contetido é bastante extenso. Para
Aguiar (2019, p.12), “O céalculo diferencial ndo esta previsto no programa atual do ensino
médio, apesar de alguns anos atras estar presente em alguns livros deste nivel”. E optar pela
inclusdo do célculo diferencial no ensino médio, pode facilitar o aprendizado ao longo do
tempo, implicando resultados mais positivos na formacéo do aluno de matemética. O Célculo
Diferencial e Integral € uma fonte de inspiracdo criativa e critica, uma vez que atualiza a
compreensdo do fenémeno cientifico contribuindo, de maneira expressiva, para o resgate do
conhecimento no campo da matematica e suas ramificagdes. (MARIA, 2013, p.16).

Segundo Pascoal (2014, p.13), “os conceitos de calculo, quando presentes nos livros
didaticos, sdo abordados de maneira simples e muito tarde, geralmente atraves de definicdes,

exemplos e exercicios propostos”. O autor enfatiza que:

Os livros didaticos levam muito tempo explicando conceitos sobre fungdes, muitas
vezes de forma excessivamente complicada, alguns desses conceitos poderiam ser
abordados usando o Célculo, podendo tornar a aprendizagem mais simples ja que o
mesmo método poderia ser usado com varios tipos de fungdes (PASCOAL, 2014,
p.14).

Conforme Maria (2013, p. 20), “A nocdo do Célculo Diferencial e Integral é uma
ferramenta necessaria para compreensdo da Fisica, Quimica, Biologia e na propria
Matematica, presentes no Ensino Médio e a falta deste topico neste nivel de ensino torna para
o aluno as ciéncias mais dificeis do que realmente parece ser”. Com isso se torna bastante
evidente que o estudo de célculo diferencial no ensino médio tonar-se-ia de grande valia para
0 desenvolvimento do aprendizado dos alunos.

Na visdo de Pascoal (2014, p.19), o Célculo como qualquer outra matéria:

Foi o resultado de muitos anos de desenvolvimento. As primeiras ideias para o uso
do célculo foram sobre o que hoje nos cursos universitarios chamamos de integral,
seguindo o caminho contrario do que é ensinado nesses mesmos cursos, pois eles
comegam introduzindo o uso do conceito de derivadas e apds desenvolver toda essa
parte, utiliza a integral. (PASCOAL, 2014, p.19)

E para que o aluno do Ensino Médio se sinta familiarizado com as ideias do Calculo
Diferencial e Integral, no Ensino Superior, se faz necessario, que 0s mesmos tenham contato

com essas noc¢des no decorrer de uma formacdo basica de uma forma agregada aos demais
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conteidos, para evitar um cenario insatisfatorio para aluno, professor e sociedade que vemos
na atualidade. (MARIA, 2013, p.20). O autor Ribeiro (2016, p.14), comenta que:

Na educacdo, a matematica, nos dias atuais, requer uma redefini¢do nos planos
curriculares e métodos de ensino-aprendizagem que oferegam capacidade de
reflexdo critico e autbnomo. O Célculo Diferencial e Integral € uma das colunas da
expansdo tecnoldgica, tendo uma grande tradi¢do no ensino académico - ciéncias
exatas (RIBEIRO, 2016, p.14).

Através do estudo do calculo diferencial no ensino médio, mesmo que, sendo de forma
simplificada a aplicacdo de conceitos basicos, com aplicacdes nos estudos de fungdes, podera
servir de embasamento para que o aluno quando ingressar no ensino superior ndo sinta tantas
dificuldades em relagéo aos seus estudos.

O desenvolvimento do célculo diferencial, com certeza ¢ um dos grandes pontos de
virada do relato histérico da matematica. O célculo resolvia problemas que tinham
preocupado os matematicos por dois mil anos e abriu as portas para problemas que ninguem
sabia que existiam. (RIBEIRO, 2016, p.16). Como é descrito por Junior (2015, p.1), que diz:

Atualmente muitos pesquisadores da area de educacdo estudam possibilidades para
que o Célculo Diferencial e Integral seja inserido no curriculo do ensino médio, com
0 objetivo de mostrar a importancia da mateméatica como uma ciéncia que faz parte
no nosso cotidiano e deixe de ser vista como algo dificil e desconexa com outras
areas. (JUNIOR, 2015, p.1)

Salientando assim, que insercdo do Calculo no ensino Basico torna-se de certa forma
essencial visto que o contelddo agrega inumeras possibilidades de aplicacdo, seja na
matematica, seja nas disciplinas de exatas como ferramenta interdisciplinar.

Baseados nesses estudos nosso trabalho visa mostrar e defender a importancia do
estudo de calculo diferencial, acreditamos que esta disciplina sendo inserida no curriculo do

ensino médio, possa facilitar o aprendizado do aluno em sua formagé&o superior.

2.2 Limites

A fundamentac&o teorica de grande parte do calculo foi desenvolvida utilizando como
ponto de partida o limite de uma funcéo. Citando como exemplo, as defini¢des de derivada e
de integral definida, independente do seu significado geométrico ou fisico, sdo estabelecidas
usando a nocao de limites de uma fungéo (APOSTOL, 1967, p.513-515).
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De acordo com autor Apostol (1967, p.513-515), o ponto de partida para o
desenvolvimento intuitivo de limite, serd estudando o comportamento de uma fungéo y = f(x)
nas proximidades de um ponto que ndo pertence, necessariamente, ao seu dominio. Considere
a seguinte funcéo (2.1) como exemplo:
2x%2—x—1 2.1

E claro que Dom(f)=R- {1}. Estudaremos a funcdo nos valores de x que ficam
préximos de 1, mas sem atingir 1. Para todo x € Dom(f)temos que f(x) = 2x + 1, ap0s
simplificacéo.

Vamos construir uma tabela de valores aproximando-se de 1, pela esquerda (x < 1)

e pela direita (x > 1) e os correspondentes valores de f(x):

Tabela 1 — Comportamento da func¢do nas proximidades do ponto x = 1.

x <1 f(x) x>1 f(x)
0 1 2 5
0,5 2 1,7 4,4
0,7 2,4 1,5 4
0,8 2,6 1,2 3,4
0,9 2,8 1,09 3,18
0,99 2,98 1,009 3,018
0,999 2,998 1,0009 3,0018
0,9999 2,9998 1,00009 3,00018
0,99999 2,99998 1,000009 3,000018
0,999999 2,999998 1,0000009 3,0000018
0,9999999 2,9999998 1,00000009 | 3,00000018

Fonte: Dos autores, (2020).

Agora vejamos algumas observacdes referente a tabelal:
I.  Observando a tabela, podemos verificar que: “a medida que x vai se aproximando de
1, os valores de f(x) véo aproximando-se de 3”.

Il. A nogéo de proximidade pode ficar mais precisa utilizando valor absoluto. De fato, a
distancia entre dois pontos quaisquer x,y € R € |y — x|. Assim a frase anterior
escrita entre aspas, pode ser expressa por: se |x — 1|aproxima-se de zero, entdo
|f (x) — 3|também se aproxima de zero; em outras palavras: para que |f(x) — 3| seja

pequeno é necessario que |x — 1| também seja pequeno.
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[1I. O ndmero 3 é chamado limite de f(x) quando x est4 proximo de 1. No exemplo,
temos |f(x) — 3| = 2|x — 1]; logo, a disténcia de f(x) a 3 é igual a duas vezes a
distancia de x a 1. E claro que quando x aproxima-se de 1, |x — 1| aproxima-se de
zero e consequentemente | f(x) — 3| também se aproxima de zero.

IV.  Mais ainda, poderemos tornar f(x) téo perto de 3 quanto desejarmos, bastando para
tal considerar x suficientemente proximo de 1. Por exemplo, se desejarmos que
|f(x) — 3| seja igual a 0.2, basta considerar |[x — 1| = 1.0; agora, Se desejarmos
que |f(x) — 3] < 0.02, basta considerar |x — 1] < 0.01.

V. De um modo geral, considerando qualquer nimero real positivo &, tdo pequeno
quanto se deseje e definindo o nimero real § = ¢/2, teremos que a distancia de f(x)
a 3 € menor que ¢, desde que a distancia de x a 1 seja menor que 6. Entdo para todo
numero real positivo & existe outro nimero real positivo &, que depende de ¢, tal que
se0<|x—1|<4§,entdo |[f(x)—1|=2|x—1]| <26 ==¢.

A seguir temos a seguinte definicdo formal de limite (APOSTOL, 1967):

Definigdo 2.2.1: sejam f: A — R uma funcdo e b € R tais que para todo intervalo aberto /
contendo a, tem-se I N (A —{a}) # ¢. O numero real L é o limite de f(x) quando x
aproxima-se de a quando para todo nimero & > 0, existe 6 > 0 (& dependendo de ¢), tal
que,sex € Ae0 < |x —a| < dentdo |f(x) — L| < e. Anotacdo é:

lim f(x) = L 2.2

x>a

Da definicdo 2.2.1 recorre a seguinte observacao:
Observagédo 2.2.1: A definicdo é equivalente a dizer: Para todo € > 0, existe § > 0 tal que se
x€(a—96,a+8)N(A—{a})entdo f(x) = (L —¢ L +¢).

Graficamente a definicdo de limite pode ser constatada na figura 1. A figura 1 mostra
que a distancia entre os valores na proximidade do ponto a tem valor § e a distancia entre o

valor de f(x) e o limite L tem valor ¢.
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Figura 1 — Limite da funcéo f(x) nas proximidades do ponto x = a.

yn

L+e&
L

L—&f—

L J

a—-4§ a a—+ 6 X
Fonte: Dos autores, (2020).

2.2.1 Propriedades do Limite

De acordo com os autores MUNEN &FOULIS (1978, p 57 - 58), podemos definir as
propriedades de limites, considerando as fungdes f(x) e g(x), definidas em certo dominio

D, tais que limf(x) = Le limF(x) =M
xX—a x—a

e Regra da constante: O limite de uma constante € a propria constante, onde K é uma
constante;
limK =K 2.3

x—-a
e Regra da soma: O limite da soma de duas func¢des € igual a soma dos respectivos

limites;

lim[f(x) + g(x)]lim f(x) + limg(x) =L+ M 2.4
x—a xX—>a xX—>a
e Regra da diferenga: O limite da diferenca de duas funcdes é igual a diferenca dos

respectivos limites;
lim[f(x) —g(x)]lim f(x) — limg(x)=L—M 2.5
x—a x—-a xX—>a

e Regra da constante: O Limite do produto de uma constante por uma funcdo é igual a
constante vezes o limite da funcao.

lm[K - f(x)] =K - L. 2.6
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Regra do produto: O Limite do produto é o produto dos limites.
lim[f(x)-g(x)] =L -M = limf(x) - g(x). 2.7
xX—a xX—-a

Regra do quociente: O Limite do quociente € o quociente dos limites, desde que o

limite do denominador seja diferente de zero.

[ _ ™ 1 28
xl—?}lg(x) Climg(x) M,comM #0
x—a

Regra do mddulo: O Limite do médulo é o médulo do limite.
lim|f (x)| = |L|. 2.9
x—-a

Regra da poténcia: O limite de uma poténcia enésima de uma funcdo é igual a

poténcia enésima do limite.

m[f ()] = [limf (x)]" = L™, n € aos numeros naturais.  2.10
xX—a x—a

Regra da raiz: O limite da raiz enésima de uma funcdo é igual a raiz enésima do

limite dessa funcéo.
. n _n . _n , . 211
limy/f(x) = "[limf(x) = VL,n € aos numeros naturais
X—a X—a

Essas sdo as principais propriedades dos limites, com a possibilidade de diversas

aplicacdes que serdo demonstradas em problemas no capitulo 5 deste trabalho.
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2.3 Derivada

O conceito de derivada esta intimamente relacionado a taxa de variacdo instantanea
de uma funcdo, o qual estd presente no cotidiano das pessoas, atraves, por exemplo, da
determinacdo da taxa de crescimento de uma certa populacdo, da taxa de crescimento
econdmico do pais, da taxa de reducdo da mortalidade infantil, da taxa de variagdo de
temperaturas, da velocidade de corpos ou objetos em movimento, enfim, poderiamos ilustrar
inimeros exemplos que apresentam uma funcao variando e que a medida desta varia¢do se
faz necessaria em um determinado momento.

Para entendermos como isso se d, inicialmente vejamos a definicdo matematica da
derivada de uma funcdo em um ponto (STEWART, 2013, p, 80-100):

Definicdo 2.3: Se uma funcdo f é definida em um intervalo aberto contendo x,entdo a

derivada de f em x,, denotada por f'(x,) é dada por:

f(xo + 4Ax) — f(x0) 2.12
Ax

f(xo) = lim

Se este limite existir. Ax representa uma pequena variagdo em x proximo de x,, ou seja,

tomando x = x, + Ax4x = x — x,, a derivada de f em x, pode também se expressa por:
f(x) = f(x0) 2.13

m —————————————————

[
—Xg X — X

fro) = |

2.3.1 Propriedades da Derivada

Segundo POFFAL (2016, p. 24 — 38). A derivada envolve a variagdo ou mudanca no
comportamento de varios fendmenos. Para melhor entender o conceito de derivada, iremos

abordar trés problemas que envolvem varia¢do e movimento.

1) O problema da reta tangente: seja f: D(f) € R — R uma fungéo real e x, € D(f)

como obter a equacdo da reta tangente ao grafico de f que passa pelo ponto

(%0, f (x0)) ?



2)

3)
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O problema da velocidade e da aceleracdo: seja s: D(s) € R — R uma funcéo real
que descreve o deslocamento de um objeto no plano e t, € D(s), como determinar a

velocidade e a aceleracdo do objetoem t =t ?

O problema de méaximos e minimos: seja f:D(f) c R - R uma funcdo real
qualquer. Como encontrar os pontos extremos do grafico de f ?

Com essas informagdes em “’mdos’’, o passo seguinte é definir as principais
propriedades fundamentais da derivada:

Regra da constante: Se K for uma constante e se f(x) = K para todo x, entéo
flx)=0

d 2.14
a(K) =0

Regra da poténcia: Se n for um inteiro positivo e se f(x) = x", entdo f'(x) =

nx™ 1.

d 2.15
— (x™) = nx(™D),
dx

Regra da homogeneidade: Se f é derivavel e K é uma constante, entdo K - f €
derivavele (K- f)' =K - f".

d o df 2.16
K=K

Regra da soma: Se f e g sdo derivaveis, entdo f + g é derivavel e (f +g) = f' +

4

g .

d ,df dg 2.17
a(f*‘g) = I

Regra da diferenca: De forma semelhante a regra da soma, se f e g sdo derivaveis,
entdo (f — g)' éderivavele (f —g)' =f"—g'.

d . df dg 2.18
a(f—g) —a—a-



25

e Regra do produto: Se f e g sdo derivaveis, entdo f - g é derivavel e (f - g) = f"-
g+yg-f.

d _df  dg 2.19
TS =79+ f

e Regra do quociente: Se f e g forem funcBes e h for uma funco definida por h = g
onde g # 0, entdo se f” e g’ existirem, k' = g—'f’g_zf'g’_
4 _ pls 2.20
i(i) — —dx fdx
dx g gz '

e Regra da cadeia: Se a funcdo g for derivavel em x e a funcdo f for derivavel em
g(x), entdo a fungdo composta f o g sera derivavel em x, e (f o g)' = f'(g(x)) -

g'(x). Usando a notacdo de Leibiniz, considerando y uma func¢do de u, definida por

y=f(u)e Z—i existir, e se u for uma fungdo de x, definida por u = g(x) e Z—Z existir,

~ . - d T .
entdo y serd uma funcédo de x e é existira e sera dada por:

dy dy du 2.21

dx  du dx

Essas sdo as principais propriedades das derivadas juntamente com as regras de
derivacdo. No capitulo 5 seré abordado as aplica¢fes das derivadas em problemas abordados

no ensino médio.
2.4 Integral

Nas se¢des 2.2. e 2.3, estudamos, respectivamente, os conceitos de limite e derivada.
Como nas definigdes de limite e derivada, a integral também é um conceito fundamental do
calculo. Ja vimos que o conceito de derivada esta intimamente ligado ao problema de
encontrar a taxa de variagdo instantanea de uma funcdo. Agora veremos que a integral esta

ligada ao problema de determinar a &rea de uma figura qualquer (BRITO, 2013, p. 19-21).
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Vamos considerar 0 seguinte problema: encontrar a rea de uma regido S qualquer
que esta sob a curva y = f(x) de a até b. 1sso nos diz que S esta limitada pelo gréafico de

uma funcdo continua f (onde f(x) = 0), as retas verticais x = a e x = b e 0 €ix0 x.

Figura 2 — Area da regio S limitada pelo grafico da fungéo f(x).

AY

M

S

xV

a b
Fonte: Dos autores, (2020).

A partir da figura 2, chegamos a seguinte definicéo:
Definicdo 2.4: A medida da area A da regido S que estd sob um grafico de uma funcéo
continua f é:
” 2.28
A= lim Zf(ci) X Ax;
[lpl|=0 =

onde, ||p|| é a norma de particdo de um subintervalo mais longo.
2.4.1 Propriedades da Integral

Agora serd feita uma abordagem mais detalhada sobre antiderivadas, integral
definida e indefinida como também algumas propriedades das integrais e suas regras de
integracdo que é de fundamental importancia para um estudo mais aprofundado acerca das
integrais.

A integracdo € uma forma de reverter a derivagdo, com ela temos um artificio para
recuperar a funcéo original a partir da sua derivada. Diante deste cenario iremos adentrar no

assunto das integrais pelos conceitos de antiderivadas e anti-diferenciais.

e Anti-derivadas: Considere a fungdo F(x) = f(x) + K cuja derivada F'(x) = f'(x),

entdo dizemos que F(x) é a antiderivada de f'(x), a nossa primeira constatacdo é
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que a funcdo primitiva inclui uma constante, que durante o processo de derivagdo €
descartada, ja que sua derivada é nula, se fizermos o processo inverso para obter a
funcdo original teriamos f'(x) para operar e consegui-lo, isso nos leva a uma
indefinicdo da funcdo obtida através da anti-diferenciacdo, a menos que conhecamos

o valor da constante.

e Anti-diferenciais: A anti-diferenciacdo, opera apenas 0s processos para deducdo de
um esboc¢o da fungdo, o que chamamos de férmula geral, no formato f(x)+k Como
podemos encontrar diversas constantes, temos diversas funcbes, o que nos da a
possibilidade de operar, por exemplo as fungdes f(x)+g’(x) derivadas de f(x) +
K; g(x)+ K" mesmo que f'(x)=g'(x), ao operarmos as fungBes derivadas
utilizando a anti-diferenciacdo teremos f(x); g(x), que ndo nos garante meios de

encontrar as primitivas, visto que ndo conhecemos meios para deduzir as constantes.

e Integral indefinida
Seja a anti-diferencial:

[ ree

Observamos que a mesma corresponde a uma operacdo sobre pequenas se¢des de
area, pois f(x)dx corresponde a multiplicagdo de um segmento numérico de largura, dx,
pela altura, o valor da funcéo aproximada ao limite em cada ponto.

A operacdo da forma que se apresenta estende-se de —oo a +oo. Analisando qual a
natureza desta operacdo, podemos tomar dois valores para dx, sejam dx; e dx,, sendo
dx, > dx;, quando analisamos este fato concluimos que a area do intervalo menor esta
dentro da area do maior, vemos que a operagdo comporta-se como uma soma de areas, se
somarmos todas as componentes de areas ao longo da curva teremos uma area delimitada
pela curva e o €ixo x.

Chamamos esta operagdo de integral, seu simbolo é o0 mesmo da anti-diferenciacéo,
pois devido aos fatos acima introduzidos e ao teorema fundamental do calculo, que
discutiremos adiante, a operacdo de anti-diferenciacdo pode ser chamada de integral

indefinida.
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e Integral definida

Aprofundando o conceito de que hd uma soma de pequenos segmentos de &rea para
cada ponto em uma curva, podemos delimitar uma secdo da curva, através da adogdo de um
intervalo, desta forma teremos uma area definida, a qual chamamos de integral definida.
Antes de detalhar o processo para encontrar a referida area faz-se necessario a observacgdo de
conceitos que serdo Uteis para seu desenvolvimento, o préximo topico abordaré a somatoria,
um procedimento que facilitara o estudo das somas sucessivas que propomos analisar.

Seja uma fungdo f(x) definida e continua num intervalo real [a,b]. A integral

definida de f(x), de a até b, € um numero real, e é indicada pelo simbolo:

b 2.30
[ fedx = F@ - F)

onde, a e b sdo respectivamente os limites inferior e superior de integracdo e f(x) é o
integrando.

A seguir, sera apresentado as principais integrais.

e Integrais de funcdes racionais:

j du=u+K 2.31
utt 2.32
ju"duz( +1)+K,n¢1
n
2.33

d
fu‘lduz J‘?uz Injlu| + K

Apresentamos as integrais indefinida e definida e ainda, as principais propriedades
que sdo os pilares tedricos para um curso de integrais. No capitulo 4 abordaremos as
aplicagdes do célculo diferencial que estdo relacionadas aos conteudos que sdo tratados no

ensino médio.
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3 PROCEDIMENTOS METODOLOGICOS

3.1 Classificacdo quanto a finalidade

A classificacdo quanto a finalidade deste estudo serd a revisdo de literatura. E de
acordo com Marconi & Lakatos (1992, p. 3) a pesquisa pode ser considerada um
procedimento formal com método de pensamento reflexivo que requer um tratamento
cientifico e se constitui no caminho para se conhecer a realidade ou para descobrir verdades
parciais. Significa muito mais do que apenas procurar a verdade: é encontrar respostas para

questBes propostas, utilizando métodos cientificos.

3.2 Classificacdo quanto a abordagem

As abordagens utilizadas possuem aspectos exploratorios. Como enfatiza Gil (2002,
p.41) essa forma de abordagem tem como objetivo proporcionar maior familiaridade com o
problema, com vistas a torna-lo mais explicito ou a constituir hipéteses. Pode-se dizer que
estas pesquisas tém como objetivo principal o aprimoramento de ideias ou a descoberta de
instituicdes. Seu planejamento é, portanto, bastante flexivel, de modo que possibilite a
consideracdo dos mais variados aspectos relativos ao fato estudado.

3.3 Classificacdo quanto aos procedimentos técnicos

O procedimento técnico aplicado a esse trabalho serd o bibliografico, que é
desenvolvido com base no material ja elaborado, constituido principalmente de livros e
artigos cientificos. Embora em quase todos os estudos seja exigido algum tipo de trabalho
dessa natureza, ha pesquisas desenvolvidas exclusivamente a partir de fontes bibliogréaficas.
Boa parte dos estudos exploratorios pode ser definido como pesquisa bibliografica. (GIL,
2002, p.44)

3.4 Etapas de desenvolvimento da pesquisa

A selecdo de questdes aplicaveis ao estudo de Calculo na Educacdo Bésica se deu no
periodo de 19 de setembro a 17 de outubro do ano de 2020. Assim como, a explanacédo e
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discussdo da proposta desenvolvida em que se baseia este estudo se ddo através das etapas a
sequir.

3.4.1 Etapa I Revisédo de Literatura

Tabela 2 — Titulos utilizados para o referencial teérico.

A abordagem sobre Célculo na Educacgdo Basica | Setembro/2020 | Levantamento bibliografico

Introducéo ao Calculo Outubro/2020 | Levantamento bibliografico

Fonte: Dos autores, (2020).

3.4.2 Etapa Il Preparacdo e Desenvolvimento dos Problemas e Aplica¢des do Calculo

Tabela 3 — Desenvolvimento dos Problemas e Aplicacoes.

Aplicac6es do Calculo Diferencial Outubro/2020 Levantamento bibliografico
Calculo Diferencial Aplicado a resolugdo | Outubro/2020 Levantamento
de problemas da Educacdo Bésica bibliografico

FONTE: Dos autores, (2020).

3.4.3 Etapa Il Apresentacdo da Proposta e Discussdo

Apos a demonstracdo dos Problemas e AplicacBes serd apresentada a Proposta e a
Discussao da pesquisa, para uma explanacdo sobre o proposito do trabalho.



31

4  APLICACOES DO CALCULO DIFERENCIAL

Neste capitulo abordaremos as principais aplicacbes do célculo diferencial. Essas
aplicacdes sdo relativamente simples e se relacionam com os contetdos que fazem parte da
grade curricular do ensino médio. A ideia €, devido a complexidade presente nas definicdes e
teoremas do calculo diferencial, utilizar aplicacGes e exemplos praticos no desenvolvimento

das habilidades do aluno.
4.1 Valores de maximo ou minimo de uma funcéo

Considere a figura 4.1, que representa o grafico da funcdo y = f(x) nos pontos de
abscissas x4, x,, x3€ x,. Esses pontos indicam os extremos da funcéo, tais que f(x;) e f(x3)
sdo chamados de méaximos relativos e f(x,) e f(x,) sdo chamados de minimos relativos

(FLEMMING E GONGALVES, 1992).

Figura 3 — Gréfico da funcéo y = f(x).

I
|
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Fonte: Adaptada de Flemming e Gongalves (1992).

Em relacdo aos valores de maximo e minimo da funcédo, decorrem as seguintes
definigdes e proposi¢oes (FLEMMING E GONCALVES, 1992):
Definicdo 4.1.1: Uma funcdo f tem maximo relativo em c, se existir um intervalo aberto I,
contendo c, tal que f(c) = f(x) paratodo x € I N D(f).
Definicdo 4.1.2: Uma funcdo f tem minimo relativo em c, se existir um intervalo aberto I,

contendo c, tal que f(c) < f(x) paratodo x € I N D(f).
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Proposicdo 4.1.3: Suponhamos que f (x) existe para todos os valores de x € (a, b) e
que f tem um extremo relativo em ¢, onde a < ¢ < b. Se f'(c) existe, entdo f'(c) = 0.

A proposicdo 4.1 ndo é condigdo suficiente para determinar o extremo relativo da
funcdo f, ou seja, se f'(c) =0, a fungdo apresenta ou ndo extremo relativo. Desse fato,
decorrem as seguintes definicbes e teorema utilizados na determinacdo dos valores de
maximo ou minimo da funcdo f (FLEMMING E GONCALVES, 1992; GUIDORIZZI,
2001).

Definicdo 4.1.4: Seja f: [a, b] = R uma funcéo continua, definida em um intervalo fechado
[a, b]. Entdo f assume ma&ximo e minimo absoluto em [a, b].
Definicdo 4.1.5: Dizemos que f(c) € o méximo absoluto da funcéo f,se c € D(f) e f(c) =
f(x) para todos os valores de x no dominio de f.
Definicdo 4.1.6: Dizemos que f(c¢) é o minimo absoluto da funcéo f,se c € D(f) e f(c) <
f(x) para todos os valores de x no dominio de f.
Teorema 4.1: Sejam f uma funcdo que admite a derivada de 22 ordem continua no intervalo
abertolec €.

i. f'(c)=0¢ef"(c)>0= cépontodeminimo no intervalo I,

ii. f'(c)=0¢ef"(c) <0 = cépontode maximo no intervalo I.

As definicOes, proposicdo e teorema apresentados nesta se¢do, serdo utilizados na
determinacéo dos valores de maximo ou minimo da funcdo quadratica. A funcdo quadratica é
estudada na educacdo béasica e 0s seus valores extremos sdo caracterizados através do vértice

da parébola.

4.2 A retatangente

A interpretacdo geomeétrica da derivada da funcdo f no ponto P indica a inclinacdo do
grafico def em P e ainda, o coeficiente angular da reta tangente ao grafico de f no ponto P.
Para uma melhor visualizacdo, considere a curva f que passa pelos pontos

(p, f (p))e(x, f (x)),a reta secantes,.e a reta tangente T ao gréafico de f, conforme figura 4.2.
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Figura 4 — Grafico da funcdo f que passa pelos pontos (p, f(p)) e (x,f(x)) e reta secante s;.

Y4 f

Fonte: Adaptada de Guidorizzi (2001).

Através da figura 4.2 podemos calcular o coeficiente angular da reta s, que passa

pelos pontos (p, f(p)) e (x, f(x)).Seja m o coeficiente angular da reta s, entdo:

_f) - f(p) 4.1
i ——
Na equacdo 4.1, quando x tende a p, m tende a f'(p), ou seja:
' ) —f(p) 4.2
f'(p) = lim—————
xX-p X—p

Assim, a medida que x vai se aproximando de p, a reta s, vai tendendo para a posi¢ado
da reta T de equacdo (GUIDORIZZI, 2001):

y=f®) =f®&-p) 4.3

A equacdo 4.3 indica a reta tangente ao grafico de f no ponto (p, f(p)).
4.3 Movimento uniformemente variado

Assim como a reta tangente, a velocidade também se relaciona com a derivada. Em
particular, a velocidade instantanea v(t) € definida como sendo o limite, com At tendendo a
zero, da razéo que define a velocidade media, ou seja:

. As 4.4
PO =N
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onde As é a variagdo do espaco e At a variacdo do tempo. A equacdo 4.4 sugere que a
velocidade instantanea é obtida através da derivada do espaco em relacdo ao tempo.

De maneira analoga, a aceleracdo a(t) é calculada atraves da derivada da velocidade
em relacdo ao tempo. A aceleracdo € dada por:

v, 45
a(t) = Al%r_)nOE =v'(t) =s"(t)

em que Av é a variacdo da velocidade, v'(t) é a primeira derivada da velocidade em relacdo
ao tempo e s”'(t) é a segunda derivada do espaco em relacéo ao tempo.

No movimento uniformemente variado a aceleracdo € constante e diferente de zero.
Para obtermos a equacdo horaria do movimento uniformemente variado, vamos considerar
que ele tem aceleracdo a, velocidade v(t) no instante t e v, = v(0) a velocidade inicial.
Como a é constante, podemos escrever (AVILA, 1998):

v—v
0—>v=v0+at 4.6

a =

que é a equacdo da velocidade.

Para obtermos a equacdo horaria do movimento, sejam s = s(t) 0 espaco percorrido
pelo movel até o instante t e s, = s(0) 0 espacgo no instante t = 0. Observe que a derivada de
s(t) é a velocidade dada na equacdo 4.6 (AVILA, 1998). Assim, a primitiva da funcio 4.6
gera a funcdo s(t), ou seja:

at? 4.7
S(t) = U0t+7+k

onde k é uma constante. Se a posicao inicial é s,, entdo temos:

at? 4.8
s(t) = sy + vyt +T

que € a equacdo horaria do movimento.

4.4 Crescimento e decaimento exponencial

Crescimento e decaimento exponencial ocorrem com frequéncia na pratica. Para
descrever a formula empregada no crescimento/decrescimento exponencial, precisamos
considerar que a taxa de variacdo da variavel y em relacdo a variavel x é proporcional a

variavel y, ou seja:
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dy 49
g
dx Y

onde que k é uma constante utilizada para indicar o decrescimento exponencial (k < 0) ou

crescimento exponencial (k > 0).

Separando as variaveis e integrando a equacéo 4.9,

1 4.10
—dyszdx
J5

obtemos a solucédo geral (HALLET, 1997):

y = Be®* 4.11

onde B é qualquer constante positiva.
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5 CALCULO DIFERENCIAL APLICADO A RESOLUCAO DE PROBLEMAS DA
EDUCACAO BASICA.

Neste capitulo serd abordado os principais conceitos do célculo diferencial na
resolucdo de exercicios propostos presentes nos livros didaticos da educacgéo basica. Pretende-
se com isso, mostrar que é possivel utilizar o calculo diferencial na educagdo basica como

ferramenta auxiliar na resolucdo de problemas.

Problema 5.1: (LIMA et al., 2006, p. 156) Com 80 metros de cerca um fazendeiro deseja
circundar uma area retangular (ver figura 5.1) junto a um rio para confinar alguns animais.
a) Quais devem ser as medidas do retangulo para que area cercada seja a maior

possivel?

Figura 5 — Area retangular a ser circundada pelo fazendeiro.

/

Area cercada

[ S

Fonte: Adaptada de Lima et al. (2006).

Rio

Resolucéo na Geometria:
P=x+x+y->2x+y->y=80-2x
A=x.y- (80 —2x).x > 80x — 2x?

L. _ A b?-4.a.c 80%2-4.(-2).0 —6400
Amaximo = —— = — = = = 800m?
4a 4.(-2) -8 -8
L b -80%2  —80
x do vértice= — — = —— =—=20m
2a 2(-2) —4

Como x = 20 ey = 80 — 2x,entdao 80 — 2.20 = 40m
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Resolugdo no Célculo:

Neste problema é necessario encontrar os valores das medidas dos lados do retangulo,
de tal forma que a sua area seja maxima. Seja x as medidas dos lados do retangulo
perpendiculares ao rio e 80 — 2x a medida do lado paralelo ao rio. Assim, a area S(x) do
retdngulo em funcdo das medidas dos lados pode ser descrita pela equagéo 5.1.

S(x) = —2x? + 80x

—(b?-4ac)

A equacdo 5.1 representa uma parabola, com valor maximo S, = ”

no ponto

b . , .
Xy == Nesse caso, (x,, S,) representa as coordenadas do vértice da pardbola 5.1. Assim,

para x,, = 20 m teremos area maxima S,, = 800 m?.

Usando o célculo para resolucdo, a area maxima através das coordenadas do vértice da
pardbola, consiste em derivar e igualar a zero a funcdo S(x) e com isso, encontrar as medidas
dos lados do retangulo, ou seja,

S'"x)=0=—-4x+80=0=x =20m.

Assim, as medidas dos lados do retangulo serdo 20 m e 40 m. Multiplicando essas

medidas encontramos a area maxima de 800 m?, que representa a area a ser circundada pelo

fazendeiro ao utilizar 80 m de cerca.

Problema 5.2: (Questdo 06 — ESPCEx 2018, Prova D) A reta tangente ao grafico da funcao
f(x) = x? —6x + 1, no ponto (4,—7), é igual a:

Q) y=-—-2x+1.
b) y = 3x — 19.
c)y=x-—11.

d) y =-3x+5.
e) y = 2x — 15.

Resolucdo na Geometria Analitica:

Para obtermos a resposta desejada, podemos utilizar os conhecimentos adquiridos ao
longo do curso de geometria analitica, estudados no 3° ano do ensino médio. Nesse curso
aprendemos que a equacdo da reta, com coeficiente angular m e coeficiente linear n , €
definida por:

y=mx-+n 5.2



38

Como a equacdo da reta apresenta um valor em comum com a parabola, podemos
igualar as equacoes, ou seja,
x?2—6x+1=mx+n
x2—(m+6)x+(1-n)=0 5.3

A partir da equacdo 5.3e considerando que existe apenas uma solucdo real para os
valores de x (A= 0), obtemos:
m?2+12m+4n+32=0 5.4

A equacdo 5.4 apresenta duas incdgnitas, tornando-se impossivel a sua solucdo. Mas
sabemos que a reta y = mx + n passa pelo ponto (4, —7) e com essa informagao escrevemos:
dm+n=-7 55
Assim, podemos combinar as equacdes 5.4 e 5.5 e escrever o0 seguinte sistema de
equacoes:

{m2+12m+4n+32=0 5.6
Im+n=-7

e obter o valor de m = 2 e n = —15. A reta procurada é y = 2x — 15, presente na alternativa
E.

Resolucédo no Calculo:

Uma alternativa ao céalculo realizado se restringe ao uso da derivada. Para isso
devemos calcular a derivada da funcdo f(x) = x? — 6x + 1, o valor da funcdo e de sua
derivada no ponto x = 4 e realizar a substituicdo desses valores na equacdo y — f(p) =
f'(p)(x — p) para obter a reta tangente. A derivada da funcdo é f'(x) = 2x — 6, f(4) = =7
e f'(4) = 2. Assim, a reta tangente ao grafico de f(x) = x? — 6x + 1, no ponto (4,—7), é:

y+7=2(x—4)->y=2x—-15

semelhante ao resultado obtido anteriormente.

Problema 5.3: (CHAVANTE & PRESTES, 2016, p4g. 122 — Adaptado) A funcéo h: [2,7] -
R, definida por h(x) = —x? + 9x — 14, descreve a altura em fungdo do tempo de um projétil
lancado do solo, com x em segundos e h em metros.

a) A que altura do solo o objeto se encontra 3 s ap06s o langamento?

b) Quais as expressdes da velocidade e da aceleracdo do projétil?
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c) Qual deve ser a altura maxima atingida por esse projétil?
d) Faga uma representacdo esquematica do que ocorre.

Resolucéo no Calculo:

Na resolucdo do item (a) basta substituir o valor de x = 3 s na funcdo h(x) para
obtermos a altura de 4 m. No item (b) a expressdo da velocidade é facilmente obtida através
da derivada da funcdo h(x), ou seja, v(x) = —2x + 9. Derivando a velocidade v(x)
encontramos a expressdo da aceleragdo igual a a(x) = —2 m/s?, que é constante. No item
(c), igualamos a expressdo da velocidade a zero para obtermos o instantex = 4,5 sem que 0
projétil atinge a altura maxima. Substituindo x = 4,5 sem h(x) obtemos a altura méxima
atingida pelo projétil igual a 6,25 m. A representacdo esquematica do que ocorre encontra-se
na figura 5.2. Essa representacdo indica que o projétil toca o solo nos instantes x =2se x =

7 s e ainda, que a altura maxima atingida pelo projétil no instante x = 4,5 s.

Figura 6 — Representa¢do esquematica do langamento do projétil.

h(x),

6,25

2 4,' 5 7

Fonte: Adaptado de Chavante e Prestes, (2016).

Problema 5.4: (CHAVANTE & PRESTES, 2016, pag. 147) Em certo més, Rafael utilizou

R$ 800,00 do seu cheque especial para pagar algumas contas. Por motivos pessoais, ele ndo

pagou esse valor nem movimentou mais essa conta. Sabendo que o banco cobra, sobre o valor

devido no cheque especial, juro composto de 10% ao més:

a) Escreva a lei de formagdo de uma funcdo M: N — R} que expresse o valor da divida de
Rafael de acordo com o tempo, em meses.

b) Calcule qual o valor da divida de Rafael apds 5 meses.
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Resolugdo na Matematica Financeira:

No item (a) podemos utilizar a férmula M = C (1+i)tpara obtermos o valor da divida M
de Rafael em funcdo do tempo t, ou seja, M(t) = 800-1,1*. Em relacdo ao item (b),
substituimos ¢t =5 meses na lei M(t) = 800 - 1,1%eencontramos o valor aproximado da
divida de Rafael de R$ 1288,41.

Resolucéo no Calculo:

Uma alternativa ao céalculo realizado consiste em utilizar a derivada e integral na
obtengcdo do resultado, pois questdes que envolvem juro composto se relacionam com
crescimento exponencial. Nesse caso, sabemos que a taxa de varia¢do do capital M em relagéo

ao tempo t é proporcional ao capital, entdo podemos escrever:

dM

E == 0,1M
dM
szO,l.dt

Ln|M| = 0,1.T + C
M = e%T g€ e = M,

M = M,.e®LT;T =0 > M = 800

que possui solugéo particular:
M(t) = 800 - e
Considerando que %! = 1,1, obtemos a resposta do item (a), ou seja, M(t) = 800 -

1,1t. O item (b) ocorre de maneira analoga ao resultado apresentado anteriormente.

Problema 5.5: (CHAVANTE & PRESTES, 2016, pag. 147) Uma determinada substancia
perde 40% de sua massa a cada més. Considere 1250 g dessa substancia em um recipiente.
Determine uma funcdo m: R, — R, que expresse a massa dessa quantidade da substancia

com o passar do tempo.

Resolucéo por Funcgoes:
Apo0s 1° més:
M = 60% de 1250
M =0,6.1250
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Apo6s 2° més:
M = 60% de (0,6.1250)
M =106.06.1250
M = 0,6%.1250

Apdbs 3° més:

M = 60% de (0, 6%.1250)
M =0,6.0,6%1250

M = 0,63.1250

Assim, observando o padréo, conclui-se que, apds t meses, M = 1250.0, 6°

Resolucédo no Calculo:

Usaremos apenas o conhecimento de calculo para obtermos amassa m da substancia
em funcao do tempot, pois trata-se de um problema de decaimento exponencial. De sorte que
a taxa de variacdo da massa m em relacdo ao tempo t é proporcional a massa da substancia,

entdo podemos escrever:

dm _ 0,40
ac . om

que possui solugéo particular:
m(t) = 1250 - e~ 04
Considerando que e~%* = 0,6, obtemos a resposta procurada igual am(t) = 1250
0,6¢.
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6 CONSIDERACOES FINAIS

Neste trabalho, realizamos um levantamento teérico sobre o estudo de calculo
diferencial e suas aplicacdes no ensino médio. As definicdes e aplicacdes do calculo
diferencial foram importantes e serviram de base na resolucdo dos exercicios que constam
nos livros didaticos do ensino medio.

Mostramos, através da resolucdo dos exercicios, que € possivel apresentar e aplicar
o0s conceitos do célculo aos estudantes do ensino médio. Entendemos que ndo é uma tarefa
simples ao professor de matematica, mas é possivel despertar o interesse pelo célculo ao se
trabalhar questdes que estejam relacionada ao cotidiano do aluno.

A proposta de trabalhar o Calculo na Educagdo Bésica, mais precisamente no Ensino
Médio, tem sido bastante discutida, seja em Dissertacdes e Teses, seja em Eventos
Matematicos. Visto que, no Brasil com o Movimento da Matematica Moderna — MMM
houve a necessidade da retirada de alguns Contetdos Matematicos e um deles foi o Célculo,
retirado da matriz curricular em torno de 1996. Atualmente, o contetdo é trabalhado na
Educacdo Basica somente em Cursos Técnicos Integrados ao Ensino Médio na area de
Exatas, mesmo assim devido a dificuldade em que o Calculo é visto pelos alunos e até
mesmo por professores, a disciplina deixa de ser apresentada a esses alunos no ensino médio

E levando em consideracdes esses aspectos, esta pesquisa foi estruturada com a
finalidade de reforcar os subsidios que fundamentam tal proposta. Dessa forma, realizou-se
um estudo sobre a Abordagem do Calculo no Ensino Basico, bem como a Introducdo do
Célculo Diferencial e Integral e suas propriedades para assim, obter os fundamentos
necessarios para expor suas AplicacGes as resolucdes de Problemas.

Com isso, foi possivel apresentar de forma didatica as possiveis aplicagdes do
Calculo nas disciplinas de Matematica, Fisica, Biologia, Quimica, Geografia, entre outros,
com a finalidade de demonstrar as possibilidades de apresentar essas ferramentas
matematicas de forma compreensivel e acessivel para os estudantes do ensino médio.

Foi aplicado o céalculo diferencial em algumas areas do conhecimento como fisica,
biologia e geometria, tendo resultados satisfatorios pelo método de resolucdo dos problemas
que simplifica bastante o processo, por outros métodos de resolugdo seria bem exaustivo
resolver tais problemas. Foi abordado de uma maneira um tanto quanto simples, podendo
facilmente ser cobrado no Ensino Médio, com isso proporcionando uma base sélida para os

estudantes para futuramente usar na graduagao.
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Evidenciando que é possivel acrescentar o estudo de Célculo na Educacao Bésica, sem
que haja comprometimento no aprendizado do aluno e aumento da carga horéria docente.
Porém, pode ser possivel despertar o interesse pelo calculo ao se trabalhar questdes que
estejam relacionadas ao contetdo das disciplinas do ensino médio.

As nossas perspectivas € que este trabalho sirva de inspiracdo para futuros académicos
ou até mesmo professores, que possam explorar essa “ferramenta” que se chama célculo em

problemas que podem ser cobrados no ensino médio.



44

REFERENCIAS

BRASIL. Secretaria de Educagdo Fundamental. Paréametros curriculares nacionais —
Matematica. Brasilia: MEC/SEF,1997.

AGUIAR, Edem Cordeiro de. NogGes basicas sobre derivadas para interpretacéo
geométrica da funcao quadrética: uma proposta para o ensino médio. TCC de Graduacéao
(Licenciatura Plena em Ciéncias - Matematica e Fisica) - HUMAITA — AM: Universidade
Federal do Amazonas, 2019. Disponivel em
<http://200.129.163.19:8080/handle/prefix/69/simple-search?Query=&sort_by=
score&order=desc&rpp=10&etal=0&filtername=available&filterquery=2019&filtertype=equ
als> Acesso em 15/10/2020

APOSTOL, Tom Mike. Calculus: One-Variable Calculus, With an Introduction to
Linear Algebra. New York: Second Edition, 1967.

AVILA, Geraldo. Introducéo ao calculo. Rio de Janeiro: LTC,1998.
BRASIL. Ministério da educacdo. Base Nacional Comum Curricular: Educacdo é a Base.
Brasilia: MEC, 2017.

BRITO, Janilson Claydson Silva. O Calculo Diferencial e Integral como ferramenta
interdisciplinar no Ensino Meédio. Teresina — PIl: EDUFPI,2013. Disponivel
em<file:///1:/TCC/profmat/000041928JANILSON_CLAYDSON_SILVA_BRITO.pdf>.
Acessoem: 16/10/2020.

CARVALHO, L. M. et al. Progresses. Campinas — Sp :LIBUNICAMP, 2014.
CHAVANTE, Eduardo; PRESTES, D. Matematica. 12 ano: Ensino Médio. Sdo Paulo: SM,
2016.

COSTA, Marcos Antbnio da et al. Maximos e Minimos: uma abordagem para o ensino
médio. 2013. Disponivel em<https://repositorio.bc.ufg.br/tede/bitstream/tde
12947/5/Dissertacao%20Marcos%20Antonio%20da%20Costa.pdf> Acesso em 23/10/2020.

FINNEY, Rossy L. et al. Calculo de George B. Thomas Jr. Vol. I. 102 ed. Tradugéo: Paulo
Boschcov. Revisdo técnica: Leila Maria Vasconcellos Figueiredo. S&o Paulo - SP: Person
Addison Wesley, 2002. Disponivel em <https://autcontroltelecom
files.wordpress.com/2012/11/01cc3all-thomas3.pdf>. Acesso em 16/10/2020.

FLEMMING, D. M.; GONCALVES, M. B. Calculo A: fungdes, limites, derivacéo e
integracao. 5. ed. Sdo Paulo: MAKRON Books,1992.

FLORET, RejeaneTexeira De Souza. Uma proposta de introducdo de nocdes de Calculo
no ensino médio. Dissertagdo (Mestrado Profissional em Matematica em Rede Nacional —
PROFMAT). Rio de Janeiro — RJ: Universidade Federal do Rio de Janeiro, 2014. Disponivel
em:<https://sca.profmat-sbm.org.br/sca_v2 /gettcc3.php? id=1293>. Acesso em 19/10/2020.

GIL, Carlos Antonio. Como elaborar projetos de pesquisa. 4° ed. Sdo Paulo — SP: Atlas,
2002.


http://200.129.163.19:8080/handle/prefix/69/simple-
https://repositorio.bc.ufg.br/tede/bitstream/tde%20/2947/5/Dissertacao%20Marcos%20Antonio%20da%20Costa.pdf
https://repositorio.bc.ufg.br/tede/bitstream/tde%20/2947/5/Dissertacao%20Marcos%20Antonio%20da%20Costa.pdf
https://sca.profmat-sbm.org.br/sca_v2%20/gettcc3.php?%20id=1293

45

GUIDORIZZI, H.L. Um Curso de Célculo. 5. ed. Rio de Janeiro: Editora LTC, 2001.

JUNIOR, Jaime Alves de Oliveira. Um estudo sobre a implementacao do calculo diferencial e
integral no ensino médio. Dissertagdo (Mestrado - Programa de Péds-Graduagdo em Mestrado
Profissional em Matematica em Rede Nacional) — Séo Carlos —SP: Universidadede Séo Paulo,
2015.Disponivel em<https :// teses .usp .br /teses /disponiveis/55/55136/tde-17122015-
095517/es.php> Acesso em 15/10/2020

LADISLAU, Carlos Cley Evangelista. NOCOES DE CALCULO DIFERENCIAL NO
ENSINO MEDIO. Dissertagdo (Mestrado Profissional em Matematica em Rede Nacional —
PROFMAT) - Juazeiro — Ba: Universidade Federal do Vale do Séo Francisco, 2014.
Disponivel em <http :// tcc / Carlos % 20 Cley% 20 Evangelista %20 Ladislau_turma_2012.
compressed.pdf> acesso em 16/10/2020

LAKATOS, Eva Maria. MARCONI, Maria de Andrade. Metodologia do Trabalho
Cientifico. 4° ed. Séo Paulo — SP: Atlas, 1992.

LEONARDO, Fahio Martins de. Conexdes com a matematica. VVol. 1. ed. Sdo Paulo:
Moderna, 2016.

LEONARDO, Fabio Martins de. Conexdes com a matematica. VVol. 3. ed. Sdo Paulo:
Moderna, 2016.

LIMA, E.L. et al. A matematica do ensino médio. VVol. 1. 9. ed. Rio de Janeiro: SBM, 2006.

MARIA, Otoniel Soares de. CALCULO DIFERENCIAL NO ENSINO MEDIO: nocdes de
limites, derivadas e aplicacBes. Dissertacdo (Mestrado em Matematica) — Mossor6 — RN:
Universidade Federal Rural do Semi- Arido, 2013. Disponivel em<https:/
ppgmat.Ufersa.edu.br/wp-contente/uploads/sites/58/2016/02/Disserta%C3%A7%C3%A30-
Otoniel-Soares>acesso em 16/10/2020.

NEVES, Paulo de Tarso Smith. Introducdo ao Ensino do Calculo e Aplicacdes da
Derivada no Ensino Meédio. Macapa — AP: UNIFAP, 2016.Disponivel em:<
https://www2.unifap.br/matematica/files/2017/07/INTRODU%c3%87%c3%830-A0-
ENSINO-DO-C%c3%81LCULO-E-APLICA%Cc3%87%c3%95ES-DA-DERIVADA-NO-
ENSINO-M%c3%89DI10.pdf>. Acesso em 16/10/2020.

PASCOAL, José Ueslei Marques. “UM BREVE ESTUDO SOBRE A UTILIZACAO DO
CALCULO DIFERENCIAL E INTEGRAL NA EDUCACAO BASICA DE
JAGUARUANA-CE”. Dissertacdo (Mestrado em Mateméatica) — Mossor6 — RN:
Universidade Federal Rural do Semi-Atrido, 2014. Disponivel em
<https://ppgmat.ufersa.edu.br/wp-content /uploads /sites /58/2016/02/Disserta% C3%
AT7%C3%A30-J0s%C3%A9-Ueslei> acesso em 16/10/2020.

POFFAL, Cristiana Andrade. Derivadas de Func¢des Reais de uma Variavel. 12 ed. Rio
Grande: Editora da FURG, 2016. Disponivel
em<https://lemas.furg.br/images/Apostilas/derivadas_2016.pdf>. Acesso em 16/10/2020.


https://teses.usp.br/teses/disponiveis/55/55136/tde-17122015-095517/es.php
https://teses.usp.br/teses/disponiveis/55/55136/tde-17122015-095517/es.php
https://www2.unifap.br/matematica/files/2017/07/INTRODU%c3%87%c3%83O-AO-ENSINO-DO-C%c3%81LCULO-E-APLICA%c3%87%c3%95ES-DA-DERIVADA-NO-ENSINO-M%c3%89DIO.pdf
https://www2.unifap.br/matematica/files/2017/07/INTRODU%c3%87%c3%83O-AO-ENSINO-DO-C%c3%81LCULO-E-APLICA%c3%87%c3%95ES-DA-DERIVADA-NO-ENSINO-M%c3%89DIO.pdf
https://www2.unifap.br/matematica/files/2017/07/INTRODU%c3%87%c3%83O-AO-ENSINO-DO-C%c3%81LCULO-E-APLICA%c3%87%c3%95ES-DA-DERIVADA-NO-ENSINO-M%c3%89DIO.pdf
https://www2.unifap.br/matematica/files/2017/07/INTRODU%c3%87%c3%83O-AO-ENSINO-DO-C%c3%81LCULO-E-APLICA%c3%87%c3%95ES-DA-DERIVADA-NO-ENSINO-M%c3%89DIO.pdf
https://ppgmat.ufersa.edu.br/wp-content%20/uploads%20/sites%20/58/2016/02
https://lemas.furg.br/images/Apostilas/derivadas_2016.pdf

46

RIBEIRO, Denylson da Silva Prado. CALCULO DIFERENCIAL DE FUN(;@ES
POLINOMIAIS NO ENSINO MEDIO COM O USO DO GEOGEBRA:
FUNDAMENTACAO TEORICA E SUAS APLICACOES. Dissertacio (Mestrado) —
Mossor6 — RN: Universidade Federal Rural do Semi-Arido, 2016. Disponivel
em<https://sca.profmat-sbm.org.br/sca_v2/get_tcc3.php?id=362> acesso em 16/10/2020

RICHIT, Andriceli. Aspectos conceituais e instrumentais do conhecimento da préatica do
professor de céalculo diferencial e integral no contexto das tecnologias digitais.
2010.vDisponivel em <https://repositorio.unesp.br/bitstream/handle/11449/91111/
richit_a_me_rcla.pdf? sequence =1>. Acesso em 21/10/2020.

SANT ANNA, B. et al. Conexdes com a fisica. Vol. 3. ed. S&o Paulo: Moderna, 2016.
SANTANA, Jodo Paulo dos Santos. A problematizacdo por meio do GeoGebra: uma
proposta de atividades para o ensino de funcGes. Monografia (Graduagdo) — Mari — PB:
Universidade Federal da Paraiba/CCEN, 2011. Disponivel
em<https://repositorio.ufpb.br/jspui/bitstream/123456789/30/1/JPSS14082012.pdf>. Acesso
em 26/11/2020.

SANTOS, Marcelo de Souza. UM ESTUDO SOBRE A INTRODUCAO DOS
CONCEITOS DE CALCULO NO ENSINO MEDIO. Porto Alegre — RS: Universidade do
Rio Grande do Sul, 2012. Disponivel em<https://www.lume.ufrgs.br/handle/10183/66867>.
Acesso em 16/10/2020.

STEWART, James. Célculo. Volume 1, 72 ed. Sdo Paulo — SP. Cencage Learning 2013.


https://repositorio.unesp.br/bitstream/handle/11449/91111/%20richit_a_me_rcla.pdf?%20sequence%20=1
https://repositorio.unesp.br/bitstream/handle/11449/91111/%20richit_a_me_rcla.pdf?%20sequence%20=1
https://repositorio.ufpb.br/jspui/bitstream/123456789/30/1/JPSS14082012.pdf

